PHEC1 Correction feuille d’exercices n°21 2005-2006

correction de l’exercice 1
a : la fonction z +— 1+ 22 est C® sur R, Vz € R, 1+2%>0et z— Inx est C* sur |0, +oo[ donc = +— In(1 + z?) est C*

sur R.
2x

2 -1

b : Les fonctions o +— €2® et x — 12 — 1 sont C™ sur R (fonctions de référence) et 22 —1 # 0 sur R\{—1,1} donc z

est C®° sur RNRNR\{-1,1} =R\{-1,1}
¢ : Les fonctions z +— x + 1 et 2 +— 22 — 3z + 2 sont C* sur R (fonctions de référence) et 2% — 3z + 2 # 0 sur R\{1,2} donc
z+1 o
m est C' SurRﬂRﬂR\{l,Q}:R\{l,Q}
d : La fonction = +— /2 = z'/? est C* sur R’ et la fonction @ — 22 4+ 1 est C™ sur R (ce sont des fonctions de référence)

et 22 +1 # 0 sur R donc z

2_7_:1 est C™ sur RT NRNR =R\{1,2}
T

1 1
: La fonction x — x + — est C* sur R* donc z — exp (a: + ) est C™ sur R*.
T T

I

11 11
f : La fonction x +— 1 — 422 est O sur]Ret1—43:2>0®x6]—2,2[d0ncx»—>\/1—4x2 est C'° sur]—2,2{.

1
g : La fonction  +— 222 —z — 1 est C* sur R et 2:1:2551>0<ﬁ>x€}oo,2[U]1,+oo[donclen(2x2xl) est

Ok sur]—oo,—; {U]l,—i—oo[

h : On commence par remarquer que
h(z) = (1 +2%)" = exp (zIn(1 + 2?))
(par définition des puissances non rationnelles).
La fonction z +— 1+ 2% est C® sur R, Vo € R, 1422 > 0et 2 — Inz est C* sur |0, +oo[ donc z +— In(1 + z?) est C* sur
R. Par conséquent, z — xIn(1 + x2) est C* sur R ce qui entraine que = +— exp(zIn(1 + z2)) est C* sur R.

correction de l’exercice 2
Pour commencer, rappelons que si on veut un DLy(0) de z? f(x), il suffit de chercher un DLy_,(0) de f(x)

f(z) = P(x) 4+ o(z*7P) = P f(x) = 2P P(x) + o(2?)
f(z)

De méme pour une division par z¢, pour obtenir un DL5(0) de Pt il suffit d’avoir un DLo4,(0) de f(z)

P(z) + o(z**?) = % = % + o(z?)

f(x)

o
1
a : On recherche un DL;(0) de e™® et 52 puisque ’on multiplie par z. Etant donné que x — 0, —z +— 0, on peut donc
x
substituer —z dans le DL;(0) de e”

e = 1+(—z)+o(—z)=1—z+o0(x) H%zl—x—}—o(x)
2z 1 _ _
X = 1-—z+o0(x)(1l—-z+o0(x)) =1—-2z+ o(z)

alz) = e_l-li:r =2(1 -2z +o(x)) = 2 — 22 + o(2?)

b : On recherche un DL3(0) de /1 — 2z et /1 + 3z puisque I’'on divise par z. Etant donné que = — 0, 2z — 0 (resp. 3z — 0)
on peut donc substituer 2z (resp. 3z) dans le DL3(0) de 1+ = (14 z)%/? (vesp. V1 +x = (1 +z)'/3)

1 1 1 . 1 1 .
Vi-2z = 1+ 5(72:5) - §(72x)2 + E(sz)B +o((—22)%)=1—z — 5332 - 53:3 + o(z%)
1 1 ) )
V1i+3z = 1+ 5(31') - §(3x)2 + 8—1(3@3 +o((3z)®) =14z —a? + gaz?’ + o(z?)
1 1 5
l—p— g2 _ 248 ) _ (1 2423 3
VI—2z— T+ 3z ( T gu g tole )) ( Fo-atd e ol )> 113,
_ :f2+§x—€x + o(z?)
x x

¢ : On recherche un DL3(0) de e*® — 1 puisque I'on divise par z. Etant donné que x +— 0, 42 +— 0 on peut donc substituer
42 dans le DL3(0) de €e®

1 1 ; 32
et 1+ (42) + 5(43:)2 + 6(4:1:)‘3 +o((4z)®) = 1 4 4o + 82 + gxg + o(z?)

32
(1 + 4z + 822 + Em?’ + 0(303)) -1

2
- = . :4+8x+%x2+0(z2)
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d : On recherche un DL3(0) de In(1 + 2?) puisque I'on divise par x. Pour obtenir un DL3(0) de In(1 + x2), il suffit d’un «
DL3/5(0) » donc d’'un DLy(0) de In(1 + z). Etant donné que z — 0, % — 0 on peut donc substituer z* dans le DLy(0) de
In(1 + ).

22)2 A
In(1+42%) = (2?)— % +o((2?)?) = 2% — 5 +o(z?) = 2% + o(z?)
In(1+2%) _ 2°+o(@) _ o+ ofz?)

e : On recherche un DL4(0) de xIn(1 + z) — exp(z?) puisque l'on divise par z2. Pour la détermination d'un DL4(0) de
xIn(1 + ), il suffit d’avoir un DL3(0) de In(1 + z) et pour la détermination d’'un DL4(0) de exp(z?), il suffit d’un DLy (0)
de exp(z). Etant donné que z +— 0, 22 — 0 on peut donc substituer 22 dans le DLy (0) de exp(x).

2 3 3 4

In(1+2z) = mf%+%+o(9§3) xln(1+z):z27%+%+o(3§4)
2y _ 2 (%) 22y _ 2 24 4
expe?) = 1+ @)+ L o)) =142 + L 4 ofah)
3 4 4
2 T 7 4 2, % 4
Lz — (1 T 1
sln(l+2) —exp(e?) +1 (2T o)~ (1re s G o) + S W PR
2 B x? 2 6

f + Pour commencer, on recherche un DL, (0) de e et e~*. Etant donné que = + 0, —x + 0, on peut donc substituer —x
dans le DL5(0) de e™®

a? 2 - (—2)? 2 a? 2
e’ = 1—0—37—&—7—&—0(:5) e =14 (—z)+ 5 +0((—$)):1—$+7+0(m)
z? 9 z? 9
S 1+$+?+0($) + 1—m+?+o(m) 2 ,

2 2
Etant donné que z +— 0, % + o(2?) — 0, on peut donc substituer % + o(z?) dans le DL(0) de In(1 + z). Puisque

2 z—0 2 2

In <€x+2e_x) =In <1 + %2 + 0(:52)> = (x; + 0(x2)> +0 (x; + o(;ﬂ)) = %2 + o(z?)

correction de 1’exercice 3

Pour chercher un équivalent, on commence par calculer la limite. Si elle est non nulle et finie, cette limite est I’équivalent
cherché. Sinon, on devine & la main d’équivalent (par croissance comparée, par exemple : 1+ Inxz ~ Inz quand z — 0 ou
+00, . + 2% ~ 2 quand & — 0 et x + 22 ~ 22 quand & — 0). Si cela ne convient pas, on pense aux DL.

9 =0, % : On procede par DL (un DL4(0) est suffisant)
e

2 2 2
. o(z?) ~ m—, on en déduit que o (x + 0(372)) = 0 (2?) donc il suffit de choisir un DL;(0) de In(1 + z)

ef—e " =0NQ+z+o0(x)—(1-z+o(x) =2x+0(x) ~ 2z ef+e? - 2=+ 7 ~ 2

r—0 z—0 z—0
et —e " 2z
e* +e % z-0 2
29 =0, +1+422— Y1+ 3z : On procéde par DL (un DL;(0) est suffisant)

donc

1 1
V1442 —1+3z = 1+42)YV?—(1+32)/3 =1+ 5(4.%‘2) + o(z?) — (1 + g(Sx) +o(x))
= 1+222 ~1—2+o(@*) +o(x)=—z+o(x)=V1+422 -~ V1+3z ~ —z
N————’ z—0

=o(x)
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et —e "
290=0, In () :On procede par DL (un DL3(0) est nécessaire pour le numérateur)

2z
228 2 a3 3 .
o _ =7 I+2+ =+ +0%)) - (1—-2+ = — = +o0(z%)) 2z + = + o(x3)
In| ———— = In 2 6 2 6 =n|—3 -
2z 2z 2z

= In <1 + ‘%2 + o(x2)> — (f + o(ch))) + o@2 + 0(3:2)) = %2 +o(z%) = In <€—”> ~ %2

~z2/6

x

xg =400, In(l+e~*): On procéde par DL. Lorsque © — +00, €~
In(1+ x)

— 0 donc on peut substituer e~ dans le DL;(0) de

In(l+e ®)=e+ole®)=mn(l+e®) ~ e°

r——+00

2 1 1
zo = 400, z(e'/*" —1): On procede par DL. Lorsque z — +00, — — 0 donc on peut substituer — dans le DL1(0) de ¢e*
T T

x2 T—400 T T—+o0 T

1 1 1 1 1 1
el/$2:1+2+0(2):>el/””2—1: +0<2>:el/”’2—1 ~ —Q:x(el/xz—l) ~ =
x x x

In(1+1/22 1
M — 0 donc on peut substituer —

o = +00, 5 : On procéde par DL le numérateur. Lorsque z — 400, —
2 +1 x? x?
dans le DL1(0) de In(1 + z)
1 1 1 1 1 9 9
1 1
2 +1 z—+4oo g2 T3

Inx 1
29=0, (Inz)/z—1/2% : Les deux expressions - et s tendent vers oo lorsque z — 07 (—oco pour la premiére par

croissance comparée, la seconde vers +00). Formellement, le logarithme croissant bien moins vite que les puissances, comparer

Inz 1 . 1 1 ) . L Inz 1
—~ et — en 0T revient & comparer — et — en 0F. Ce dernier est le dominant, donc on a Uintuition que — — — ~
x x2 z  x? T T2 z—o0+

——. Démontrons le rigoureusement (Pétape formelle est fondamentale pour deviner le terme dominant).
x

Inx 1

z  x2 Inz 1 9 . i Inx 1 1
— L = — — — | X (—2*)=—zxlnx+1 1 (croissance comparée) = — — — ~ ——
! ( r o a? (=) + o+ ( parée) x z? z—ot 2

x2

1 1 1 1 1 1
zg =0, e~/ _ 1/z : Quand x — 0T, — 2 —oo donc exp <_x2) — 0 et o — 400 donc exp <_x2> - — ~ -

1 1
zg =0, el/a® _ 1/x : : Les deux expressions exp 2) et — tendent vers +oo lorsque  — 0% donc on ne peut deviner
x x

immeédiatement 1’équivalent. Formellement, on dispose de deuzx expressions de méme nature (deuz puissances, identiques

dans le cas présent), cela revient comparer e® et x® lorsque © — +o00o. Par croissance comparer, c’est l’exponentielle qui

1 1
s’impose donc donc on a lintuition que exp <2> —— o~ exp <2> . Démontrons le rigoureusement (I’étape formelle est
x T z2—0 x

fondamentale pour deviner le terme dominant).
1 1
<n [ — | — =
AP 22 z _q 1 1
N\ / = S
( 1 ) z P\ T2
exp -
x

1 1 1 1
On effectue le changement de variable X = 2 & 2?2 = X &S = ﬁ = i (puisque x — +oo donc z > 0). Quand
z— 0", X - +o0
1 1
P \2) 1\ 1 1
mli}’él‘*' e<1> = Xliriloo [1 _x1/2 exp(—X)} =1 (croissance comparée) = exp <x2> LT, eXP ($2>
XP )
x
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In(z? +1 . . . .
¥ : On dispose de I’équivalent pour le dénominateur 22 +1 ~ 22 mais pour le numérateur, on ne

x2 + 1 Tr— 400
peut utiliser le DL(0) de In(1 + ) car 2 — +o00. On factorise donc le terme dominant dans le logarithme

o = +00,

1 1
2 _ 2 _ 2
In(z“+1)=1n [m (1+x2>} =Inz’ +1n [1+x2}
=00 N\’

—0

In(z2 +1 21
donc In(z? + 1) e Inz? = 2Inx, ce qui nous montre que ngi_:—l) et ;x

o = 400, In(e®+e %) : On ne peut utiliser aucun DL, on constate que e* — 400 et e7* — 0 quand x — +oo donc e*

domine e~* en +o0o. En factorisant par ce dominant, on a

In(e* +e*)=Infe" (1+e )] =e’ +In[l+e ] =n(e"+e*) ~ Ine*=uz
e T e

x x

2o = —00, In(e®+ e %) : On ne peut utiliser aucun DL, on constate que ¢* — 0 et e”* — 400 quand  — —oo donc e~

domine e® en +o0o. En factorisant par ce dominant, on a

In(e® +e ) =In[e™ (e** +1)] =lne * +In[e** +1] = In(e* + e *) ~ Ine™ =—x
~" ~ ; T— 100

— 400 0

correction de 1’exercice 4
Pour le calcul de limites, on procéde, dans cet ordre croissant de difficulté, par les opérations algébriques usuelles (somme,
produit, composée, etc), par croissance comparée et/ou changement de variable, par détermination d’équivalents, par DL
(souvent d’ordre 1 ou 2).
3

. x

lim —
z—0xe?” —e® +1

z? z? x?
ze® —e"+1l=a(l+z+o(x) - (1+z+—=+4o0x*)+1="+o0(z?) ~ =
2 2 z—0 2
3 3 9 3
SN %:$3x—:2x: lim—& = lim 2z = 0
et —e® +1 23-0 2 z—0xe® —e®+1  z—0
2

1
lim 2%In (1 + ) : Quand z — o0, — 0 donc on peut substituer dans le DL(0) de In(1 + x)

1 1
z—+00 /T /T /T

m(1+—=) = 10— L
wr)  zJr T\/T ) z—+oo 1T
1 2 1
len(l—&—) e ;\E/E = Vz= lim m2ln<l+m): lim +z = +o0

x\/f x——+00 z——+00

VIt —+1—2x
lim :

z—0 et —1

Vit —V1—-z = 1+E+0(x)—(1—£+0($)):ac—&—o(:c)m:()a:

2 2
e —1 = (I+z+o)—1=z+o0(x) ~o
Vitzr—v1l—-=x T . Vlitr—v1-z .
~ — = 1= lim =liml=1
et —1 z—0 T z—0 et —1 z—0
hmz—(l—kx)ln(l—kx):
x—0 1‘2
2 2 2
z—(1+2)n(l4+2) = z-(1+2a) <x—xz—|—o(x2)>——a;+o(x2) NO—%
2
z—(1+2)n(l+2z) N 2 _ 1. 11mx—(1—|—a:)ln(1+x):hm_l__l
x2 z—0 2 z—0 x2 z—0 2 2
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In(1+z)—=
im———":
z—0 zln(l+ x)

ln(l—l-x)—x:(x—x+0(x2))—x=—m2+0(x2) N In(l+2z)=x+o0(x) ~ x

2 z—0 2 z—0
e
In(l+z)—=z N 2 _ 1 limln(l—i_x)_x:lim—l:—}
xln(l + JZ) x—0 1‘2 2 x—0 xln(l + J?) z—0 2 2

. In(1+e*)—e"

lim ———————
z——o00 1 —exp(l/x)
de In(1 + z) et e®, ce qui nous donne

1
: Lorsque & — —o0, les expressions e” et — tendent vers 0 donc on peut les substituer dans les DL(0)
T

)2 2z 2x
In(l+¢*) — " = [em + (62) +o ((e"’”)2>] —et =S tole®) ~ o

1 1 1 1 1 1

1—exp(> = 1—<1—|—+0(>)——+0<) ~ ==

x x x x) a——c0 T

6230
T\ _ o —_— 2z T\ _ o 2z
In(l4e") —e 2T In(l1+e*)—e — lim 6
1—exp(l/z) 2—-o 2 z——oo 1 —exp(1l/z) z——o00

(par croissance comparée)

correction de ’exercice 5 1
1. La fonction z — —— est C*° sur R* donc x — exp (2> est C° sur R* et
x

1\’ 1 2 1
Vz e R, fl(z)= <_952> exp (—$2> =3P <_a:2)

2. Puisque la fonction f est C°° sur R*, elle est continue sur R*. Il reste & étudier la continuité en 0. Puisque z — 0,

1 1
—— — 400 donc exp (—ﬁ) — 0 et f(0) =0 donc lin}) f(z) = f(0). Par conséquent, la fonction f est continue en 0

x2

22
donc continue sur R.

1 1
3. En utilisant le changement de variable X = — <z = Tx = X2 et X — 400, on a
T
lim f(z) = lim 3exp N lim 2(XY/?)3exp(—X) =0
z—0 z—0 3 2 X —+4o00

(croissance comparée) donc lin% f(z)=0.
€Tr—
La fonction f est continue sur R, C! sur R et lin%) f'(z) =0 donc le théoréme de prolongement continu de la dérivée
r—

montre que f est C' sur R et
0 siz=0

/ = 2 1
Ve R, f(z) exp(—m2> six #0

3

correction de l’exerceigg

1. La fonction z — est continue sur R* (comme quotient de deux fonctions continues sur R dont le dénominateur

I_

X

e
ne s’annule pas). En outre, on a > 0 sur R* (faire un tableau de signe) donc z — In ( > est continue sur

R*.
Etude de la continuité en 0. On utilise les DL

T_1 (1 -1 -1 -1
e _ (I+z+o(x)) ()= € —>1:>1n<6 ) o
xT xT x z—0 €T z—0

ce qui entraine 1'égalité lir% f(z) = f(0) donc f est continue en 0 et par conséquent, sur R.
xr—
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xT

e
2. La fonction x — est C! sur R* (comme quotient de deux fonctions C! sur R dont le dénominateur ne s’annule

x

X

pas). En outre, on a > 0 sur R* (faire un tableau de signe) donc z — In (e ) est C! sur R*.

e’ — 1Y e’r — (e — 1)
T 72 et —et +1

’ _ _ _
v‘r#()? f(x)_ eZ_l - e$_1 - 1‘(6171)
x x
3. Pour la limite, on procéde par DL
x? z? x?
xew—ew—i—l—x(l—i—x—i—o(x))—<1—|—x—|—2—|—0(x2)>+1—2+0(x2)r~02
22
ze® —e® +1 o 1 ) 1
T _1=(1 —1= ~ ~ == 1 ! = lim = = =
e (1+z+o(x)) x—l—o(m)xﬁowé e 1) ozxa Q:I%f(x) ms =g

1
La fonction f est continue sur R, C* sur R* et lirr%) fl(z) = 5 donc le théoréme de prolongement continu de la dérivée
rT—

montre que f est C' sur R et

Ve eR, fl(z)= ze® —Qew +1

correction de l’exercice 7
a : La fonction z — /ze ™ est C* sur R} (comme produit de deux fonctions C* sur RY). Ceci entraine que la fonction a

est C! sur R (car elle coincide avec  — /ze™ sur RY) donc elle est continue sur R .
Etude de la continuité en 0. lim+ a(z) = lim+ Vze * =0 = a(0) donc a est continue en 0 et par conséquent sur R
z—0 z—0

La fonction a est C! sur RY. Calcul de lim a'(z)

z—0t
a'(z) = ! e —yrze ™™ = lim d(x) = +oo
2\/5 N—— z—0
—_——— -0
— 400

La fonction a est continue sur R, C! sur Rj_ et limO a'(x) = 400 donc, d’apres le théoréme de prolongement continu de la
xr—

dérivée, on en déduit que la fonction a n’est pas dérivable en 0 mais elle est C'* sur RY et

Vz e RY, d(z)=

m671 — \/Eeiw

b : La fonction z — 1+ /z est C? et strictement positive sur RY donc z +— In(1+ /z) est C* sur RY. Ceci entraine que la
fonction b est C* sur R (car elle coincide avec z — In(1 4 /z) sur R} ) donc elle est continue sur RY.
Etude de la continuité en 0. lim+ b(x) = lim+ In(1+ +/x) =In1 =0 = b(0) donc b est continue en 0 et par conséquent sur
z—0 z—0
R;.
La fonction b est C* sur R. Calcul de lim+ b (x).
r—0

1

b (z) = 12_;/55 = 2(\/$+$) :>iil%b'(w):+oo

La fonction b est continue sur Ry, C* sur Ri et lir% b'(xz) = 400 donc, d’apres le théoréme de prolongement continu de la
xr—

dérivée, on en déduit que la fonction b n’est pas dérivable en 0 mais elle est C'* sur Rj_ et

1
X / o
Vo € RY, b(x)_72(\/5+m)

¢ : La fonction z — 2? Inz est C' sur R} (comme produit de deux fonctions C' sur RY). Ainsi, la fonction ¢ est C* sur R
(car elle coincide avec 2% Inz sur cet ensemble) donc elle est continue sur R .
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Etude de la continuité en 0 : lim z?Inz = 0 (croissance comparée) donc lim ¢(z) = 0 = ¢(0) donc ¢ est continue en 0 et

r—0t x—0
par conséquent sur R.
La fonction ¢ est C* sur RX. Calcul de lim ¢/(z)

r—0
/ 2 1 : /
d(z)=2zlnzx+z"°x —=2zlnz+z= hn%)c(x):O
€T xr—

(par croissance comparée). La fonction ¢ est continue sur Ry, C' sur R et lin%) c(x) = 0 donc, d’aprés le théoréme de
€Tr—

prolongement continu de la dérivée, on en déduit que la fonction c est C* sur R, et

() = 0 siz=0
"] 2zlnz+x siz>0

In(1+ 2z
d : La fonction z +— 1+2x est C sur Ry et 142z > 0 sur Ry donc z +— In(1+2x) est C* sur R, . Le quotient = +— In(1 +22)
x
est C! sur R’ (comme quotient de deux fonctions C L sur R’ dont le dénominateur ne s’annule pas sur R7 ). Ainsi, la fonction

In(1 + 2z)

sur cet ensemble) donc elle est continue sur R .
x

d est C! sur RY (car elle coincide avec
Etude de la continuité en 0
In(1+ 2 2 In(1+ 2
In(142z) =2z +o(z) = In(1 4+ 22) ~ 2z = In(1 + 2) ~ Zoos limm
x—0 x x—0 X x—0 X
ainsi lin%) d(x) =2 =d(0) donc d est continue en 0 et par conséquent sur R.

La fonction d est C* sur RY. Calcul de liITb d'(z)

2x (2$)2
o - 2 a2 gy MR 2020kl (20 - 8%+ o)
= w:—z-FO():Qihﬂbd/() 2

La fonction d est continue sur Ry, C sur RY et lim d'(z) = 2 donc, d’aprés le théoréme de prolongement continu de la

x—0

dérivée, on en déduit que la fonction d est C! sur R, et

2 siz=0
2
d(@) =1 ”32 —In(1 + 2z)
T2z 5 sixz >0
T

e : La fonction z — exp(zlnz) est C* sur R (comme produit et composée de fonctions C' sur RY). Ainsi, la fonction e

est C' sur R (car elle coincide avec exp(z Inz) sur cet ensemble) donc elle est continue sur R’ .

Etude de la continuité en 0 : xIlnz — 0 (croissance comparée) donc lim e(z) = lim exp(zlnz) =1 = ¢(0) donc e est
z—0 z—0

z—0

continue en 0 et par conséquent sur R .
La fonction e est C* sur RY. Calcul de lim €'(z)

z—0

—— AN —— z— 0T

——00 —1

1
e(x) = (1 X Inzx 4z x x) exp(zlnz) = (Inz + lexp(zlnz) — —o0

La fonction e est continue sur Ry, C' sur R et lin%J e'(x) = —oo donc, d’apres le théoréme de prolongement continu de la
xTr—

dérivée, la fonction e n’est pas dérivable en 0 mais elle est C' sur RY

Vz e RY, €' (z)=(Inz+1)exp(zinz)

f : La fonction z +— 1 —z est C* sur Ret 1 —z > 0 sur | — oo, 1[ donc = — /1 —x est C* sur | — 0o, 1] et la fonction f est

C! sur | — oo, 1] (comme produit de fonctions C! sur ] — oo, 1) donc elle est continue sur | — oo, 1[.

Etude de la continuité en 0 : /1 —2 — 0 donc hm f( ) =0 = f(0) donc f est continue en —1 et par conséquent sur
r—1—

] — o0, 1].

La fonction f est C' sur RY. Calcul de lim1 f(z)

( ) vt m H/_/—i_ 2m m—»l— oo

~>+oo
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La fonction f est continue sur R, C' sur RY et lirr%) f'(z) = +oo0 done, d’aprés le théoréme de prolongement continu de la
rT—
dérivée, la fonction f n’est pas dérivable en —1 mais elle est C! sur | — oo, 1|

Ve e RY, fl(z)=V1-2+4+ ——x \/lf

g : La fonction z — 1 — 2% est C* sur R et 1 —2? > 0 sur ] — 1,1 donc z — V1 — a2 est C' sur | — 1, 1] et la fonction g est
C' sur | — 1, 1] (comme produit de fonctions C* sur | — 1,1[) donc elle est continue sur | — 1, 1].
Etude de la continuité en 1 et —1: (1 —2)v1 — 22 T 0 donc hm g( ) =0 = g(£1) donc f est continue en —1 et 1. Par

conséquent, la fonction g est continue sur [—1,1].
La fonction g est C! sur | — 1, 1[.. Calcul de linilg’(x)
r—

g (z) = 1—x2+(1—x)1f$2—M—z(1(—1x; =1—22— a:\/\/i (%:\/a)

11 est deés lors immédiat que limlg’(m) = +oo et 1im+1g’(x) = 0. La fonction g est continue sur [—1,1], C! sur | — 1,1] et
r—— T—
lim1 g () = +o0, hHJll g'(z) = 0, donc, d’apres le théoréme de prolongement continu de la dérivée, la fonction g n’est pas
rT— — r—
dérivable en —1 et elle est C! sur | — 1,1]
0 siz=1
vz 6] - 17 ]-]a g/(x) == \/7 I\/l .
1— 22 sizel—1,1
vi+zx } |
h : La fonction z — €2% — 2e” + 3 est C'' sur R7Y. Pour déterminer le signe de €2* — 2¢” + 3, on pose X = e ce qui donne

T_ 2" +3=X?-2X+3

Le discriminant de ce dernier trindme est strictement négatif donc le trindme est strictement positif lorsque X prend n’importe
quelle valeur réelle. Par conséquent, e2* — 2e® + 3 est strictement positif lorsque = prend n’importe quelle valeur réelle.donc
la fonction x — In (62”’ — 2e” 4 3) est O sur R.

i : La fonction z — x + 2% est C! sur R et z + 2% = z(1 +z) > 0 sur | — o0, —1[U]0, +-00[ donc = — vz + 22 est C* sur
] — 00, —1[U]0, +o0] et la fonction i est C' sur | — oo, —1[U]0, +00[ (comme produit de fonctions C! sur | — oo, —1[U]0, +o0|)
donc elle est continue sur | — 0o, —1[U]0, +o0].

Etude de la continuité en —1 et 0 : zvz + 22  — 0 donc lim i(x) =0=14(0) et lim i(z) =0=14(—1) donc ¢ est

r—0 ou — x—0 rx——1—
continue en —1 et 0. Par conséquent, la fonction 4 est Contlnue sur | — oo, —1] U [0, 400
La fonction i est C! sur | — oo, —1[U]0, +-00[.. Calcul de limli’(ar) et lir% i'(x)
T—— Tr—

1+ 2x 1+ 2x x
()=vVr+2+r—=Var+22+r——— =z +22+ 1422
(=) Va4 2? z(1+ ) \ 1+3:( )

(x = —vz? quand z < 0 et £ = Va2 quand = > 0). Il est dés lors immédiat que rlimli’(x) = 400 et /llirr%) i'(z) = 0. La

fonction 4 est continue sur | — oo, —1]U[0, +-o0[, C! sur | — oo, —1[U]0, +o00] et lim1 i'(x) = +o0, lin%) i'(x) = 0, donc, d’apres le
Tr— — T—

théoréme de prolongement continu de la dérivée, la fonction i n’est pas dérivable en —1 et elle est C! sur ] — oo, —1[U[0, +00]
0 siz=0

Va €] — 00, —1[U[0, 400, (2) =4 /rTaT4a 1;2 o €] oo, 1] U0, oo
+x

/T
j : La fonction x — 21/z = 2%/2 est C! sur R, la fonction  — e — 1 est C* sur R et ¢* — 1 # 0 sur R* donc z — xfl
J or _

est C' sur RY NRNR* = RY. Ainsi, la fonction j est C* sur R (car elle coincide avec

sur cet ensemble) donc elle

est continue sur RY.
Etude de la continuité en 0

e“—1=(0+z+o(x)—1l=z+o0(x)=e" -1 ~ xéM ~ x\f =z = lim T lim vz =0

z—0 et —1 z—o+ a0t €T —1 a0+
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ainsi lim+ j(x) =0=14(0) donc j est continue en 0 et par conséquent sur R .
z—0

La fonction j est C' sur RY. Calcul de lin%)j’(:c)

3
(xs/z)/ (" — 1) — 28/2¢7 5331/2(e9" —1) — a%/%e”

oy _
N 17
On procede ensuite avec des DL pour déterminer les équivalents du numérateur et du dénominateur
3 3
§$1/2(€$ —1) —2%2e = §x1/2(a: +o(z)) — 2*2(1 + 0(1)) = 232 + o(23/?) ~ z3/?
z—0
e —1 = (I+z+o(x)—1=x+o0(z) ~o

On en déduit donc )
A SRS SR (z) = lim = = +
~ = = — 1m r)= 11lm — = +00
z—0t 12 xV/2 \Jz om0+ ? a0+ /T

-/

i’ (x)

La fonction j est continue sur Ry, C*! sur RY et lim j'(x) = +o00 donc, d’apres le théoréme de prolongement continu de la
z—0

dérivée, on en déduit que la fonction j n’est pas dérivable en 0 mais qu’elle est C! sur RY et

;$1/2(6m — 1) — 28/2

Vo > 07 ]/(.'II) = (ex _ 1)2

3z __

est C! sur R* (comme quotient de deux fonctions C! sur R dont le dénominateur ne s’annule
e3;v

k : La fonction z +—

pas sur R*). Ainsi, la fonction k est C! sur R* (car elle coincide avec sur cet ensemble) donc elle est continue sur

RX.
Etude de la continuité en 0

3:1:_1 3 39:_1
A" —1=(1+3x+o0x)—1=3c+o0(z)=e* -1 ~ 3z = & ’ im &
z—0 x z—0 z—0

ainsi lir% k(x) =3 = k(0) donc k est continue en 0 et par conséquent sur R.
r—

La fonction k est C! sur R*. Calcul de lir% K (x)

3z (14 3z + o(x)) — (1 + 3z + (3;)20(:c2) - 1)

K (z) = — = =

—2% + o(z?) 9 9

9 ..,
= T =g o)y g = mE() =

9
La fonction k est continue sur R, C! sur R* et lim k'(z) = 3 donc, d’aprés le théoréme de prolongement continu de la

rT—

dérivée, on en déduit que la fonction k est C! sur R, et

sizx=0

k/(ac) = 3z _ )

six#0

[ : La fonction x +— 1+ x est C! sur R et 1 + 2 > 0 sur Ry donc # — In(1 + z) est C! sur Ry et x — z —In(1 + ). Le

—In(1
quotient x +— w est O sur Ri (comme quotient de deux fonctions C! sur R, dont le dénominateur ne s’annule
x
—In(1
pas sur RY). Ainsi, la fonction [ est C* sur R’ (car elle coincide avec w sur cet ensemble) donc elle est continue
x
sur RY.
Etude de la continuité en 0
22
2 2 2 —
_ or (T o)) =T o) = o @ z-hl+r) 5 =
z—In(l+z) = = <m 2+0($)>—2+0(w):>x 1n(1+x)za02:> . o e T3
—In(1
= 1 z—In(l+2) =limz=0
r—0 x r—0
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ainsi linbl(m) =0 =1(0) donc ! est continue en 0 et par conséquent sur R .
xr—

La fonction [ est C* sur R. Calcul de lir% U(x)

—* +In(l +2x)
+2x

l/(x) _ (z —In(1+2z))z — (z — In(1 + z)) _ <1—1+$)x—x+ln(1—|—x) )

.’172
“ot—atoa) + (o= T ko) Loy ou

1 1 1
= = = — 1 ~  — 1' / = —
2 2 2+0( )xﬁOQ:m%l(aj) 2

1
La fonction [ est continue sur R, C! sur RY et lir% U'(z) = 3 donc, d’apres le théoréme de prolongement continu de la
xr—

dérivée, on en déduit que la fonction [ est C! sur R et

1 .
3 sizx=0
/ _ _
z) = I i +In(1+x)
Tz 5 sixz >0
T

correction de ’exercice 8
Rappelons que si f 4+ g ~ f alors o(f + g) = o(g)
a a

Ty = +00, Vitz+22 V14 2+ 22 —_; +00. On factorise le terme dominant dans la racine carrée (qui est 332)
r— 100

11 11 11
Vidz+a2 = |22 5+-+1)= Va2 ([l+-+S=al+-+ )"
2z ~~ x  x? x  z?

=x car x>0 N——

RSO R R U LY A SN R
2|z 22 8|z a2 © x  x?
N R N L I U E U B L D R R S
-t 2|z 22 8|z a2 © 2 x2_0 T
2z  8x2 © 2 -t 2 8z © x
—_———

1
= \/1+x+x2<x+> 5

2 ) z—+oco 8x

1 3 -
Par conséquent, y = x + 5 est ’asymptote cherchée en 400 et comme 3 est positif lorsque  — +00, cette asymptote se
x

trouve en dessous de la courbe représentation de la fonction x — /1 + z + 2.
rg=-00, V1+x+z2:/1+x+22 — +oo. On factorise le terme dominant dans la racine carrée (qui est x2)
T

——00

T

1 1 1 1 1 1

Vitz+az2 = 2(=+>+1)= Va2 1+ -4 —=—z(1+—+ =)
2 ~— 2 r 2
N——

=—xz car <0
—0
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1 3 .
Par conséquent, y = —x — 3 est 'asymptote cherchée en +o0o et comme ~ 3 est positif lorsque x — —o0, cette asymptote
x

se trouve en dessous de la courbe représentation de la fonction = — /1 + x + z2.
xg =400, ze"In(l+e *): e — 0 doncon peut substituer e=® dans le DL(0) de In(1 + z).

T——+00

(e—x)Z 6—21-

Il +e7) = () = bl ) = e T = S dole ™)
re’In(l+e™*) = x— %4—0(%*90) =ze”In(l+e )~ ~ _ace2
—_—

—0 par croissance comparée

—X

xe .
Par conséquent, y = = est ’asymptote cherchée en 400 et comme — est négatif lorsque x — 400, cette asymptote se

trouve au dessus de la courbe représentation de la fonction x +— xe® In(1 + e~ 7).
zo=—00, VeXX4+x2+1:+e2x4+224+1 — 4o00. On factorise le terme dominant dans la racine carrée, c¢’est-a-dire 22

r— —0Q

(car 22 — +o00, €** — 0)

29c+ 2+1 — 2 ezi_i_l_f_i — 2 1_‘_74_&__ (1+i_|_67m)1/2
c v B T\ 22 22) - L& x? 2 v z? 22
=—x car <0 T
Lol 1+e2w 1 1_'_62“52_'_ 1+e2ﬂv2
= z S| =4+ = - |5+ —= ol | =+ —
2 |22 22 8 |z2 2 I 2
L L[ e 1+e2702+ 1 €27 1 % g
- - B R T ol = — =o|—=| care®”® —
2|22 2 8 | z2 2 2 x2 2
Y C IR R |
-7 222 © 2 -t 2z © T
—_—
—0

1
= Ver+2+l—-a ~ —

z——o00 21

1

Par conséquent, y = = est 'asymptote cherchée en +o0o et comme % est négatif lorsque x — —oo, cette asymptote se trouve
x

au dessus de la courbe représentation de la fonction x — ve2* + 22 + 1.

1 1
zo = +oo, 2%(e/* —1): — — 0 donc on peut substituer — dans le DL(0) de e”.

Tr T—+oo X
1 1 1 1 1 1
Ve 1 = (14 =+ — —))-1=-4+—= —
€ ( +x+2x2+0<m2>) $+2$2+0<$2>
1 1 1
22T —1) = 1+2x+o<x):wz(e”m—l)—lmgmh
—0

1
Par conséquent, y = 1 est ’asymptote cherchée en +00 et comme — est positif lorsque x — +00, cette asymptote se trouve
en dessous de la courbe représentation de la fonction z — 22(e!/* — 1).

1 1
zo =400, a*In(l1+1/z*): — — 0 donc on peut substituer — dans le DL(0) de In(1 + z).
x x

r——+o0
1 1 1 1
hl(l-i-m?) = 1‘2_2{E4+0($4)
1 1 1 1 1
1+ = = z2——+4o|l=-)=22h(l+=) -2 ~ ——
2 2z T x2 zo4o00 21
—_——
—0

1
Par conséquent, y = z est "asymptote cherchée en +0o et comme —— est négatif lorsque x — +00, cette asymptote se

1
trouve au dessus de la courbe représentation de la fonction z — 22 In (1 + 2) .
x
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xg =400, In(e®” +z): In(e*+xz) — +o0. On factorise le terme dominant dans la racine carrée (qui est e” par croissance

r——+00
comparée)
1 x — x —x — x —x — —T —Z
n(e® + x) In[e” (1+ze ®)] =Ine” +In(1+ ze Y=z +xze T+ o(xe™™)
—0 par croissance comparée -0

= e +z)—z ~ ze°
r——+00

Par conséquent, y = x est ’asymptote cherchée en +o0o et comme xe™” est positif lorsque x — +o00, cette asymptote se
trouve en dessous de la courbe représentation de la fonction z — In(e® + z).

=z x X —r ) A
= — : ~ — = = 3 3 >
xg = +oo, x/(e” —1) pran IRt Ly O 0 donc y = 0 est 'asymptote cherchée en 400 et comme w17 0
x
quand z > 0, cette asymptote se trouve en dessous de la courbe représentation de la fonction x — 1"
er —
x T
g = —00, xz/(e”—1): On commence par remarquer que — 1= "1 et comme ¢* — 0, on va procéder par DL.
er — —e T——00
1
On peut substituer e® dans le DL(0) de 1 (car e — 0)
—x T——00
! = 14+e"+o(e”)
1—e®
x x N N x -
= - =—z—ze® 4+ o(ze”) = —(—z) ~ -—ze
er —1 1—e® \_Jr\,(_.)/ et —1 ( )xﬁfoo
-0
Par conséquent, y = —x est 'asymptote cherchée en +00 et comme —xe” est positif lorsque x — —oo, cette asymptote se
x

trouve en dessous de la courbe représentation de la fonction x — pramey
e —
2o = 400, In(1+2?): In(1+ 2?) = +00. On factorise le terme dominant dans la racine carrée (qui est x2)
r—400

1 1 1 1
In(l+2%) = ln[wQ <$2+1>}lnx2+ln(1+ 332)21nx+332+0(x2)
—0 —0
1

2y _ o X
= In(1+2%) 21nxx_>+oox2

Par conséquent, y = 2Inxz est ’asymptote cherchée en +0o et comme est positif lorsque x — +00, cette asymptote se

22

trouve en dessous de la courbe représentation de la fonction z +— In(1 + 22).

xo =400, In(l+xe®): In(1l+ ze®) e +00. On factorise le terme dominant dans la racine carrée (qui est ze®)
r— 100

In(l1+2e”) = In {xez <e+1>} :ln(aze‘/"")Jrln(l+6 ):z+lnz++e +0<6)
T N—— T x T
=z+Inz *}'0 N———

—0
e*il)
= In(l1+2ze®)—(r+Inz) ~ —
r——+00 T
671"
Par conséquent, y = z + Inx est 'asymptote cherchée en +00 et comme —— est positif lorsque x — 400, cette asymptote
x

se trouve en dessous de la courbe représentation de la fonction x +— In(1 4 ze®).

xo =400, In(l+xe™?): Puisque ze™ ™ = 0 (par croissance comparée), on en déduit que In(1 4 ze™*) = 0. Par
Tr— 100 Tr—+00

conséquent, ’asymptote cherchée est y = 0 et elle se trouve en dessous de la courbe représentation de = — In(1 + ze~*) par
In(1+ ze™*) > 0 lorsque x > 0.
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