PHEC1 Correction feuille d’exercices n°23 2005-2006

correction de ’exercice 1
1. On répeéte indéfiniment 'expérience £ " piocher une boule dans 'urne ", les expériences étant mutuellement indépen-
dantes et X représente le rang de réalisation de I’événement A " obtenir une boule blanche " dont la probabilité est
égale & p donc X suit la loi géométrique G(p), c’est-a-dire

X1(Q)=N*, ¥YneN* PX;=n)=(1-p)" 'p
En particulier, X admet une espérance et une variance et on a

1-p
p2

E(Xl):% ot V(Xy) =

2. Loi de X5 : Etant donné que ’on ne peut obtenir la 2-iéme boule blanche qu’a compter de la seconde pioche, il est
immédiat que X5(Q2) = N\{0, 1}. Le rang d’apparition de la seconde boule blanche dépendant du rang d’apparition
de la premiere boule blanche, c’est-a-dire des éveénements {(X; = 1), (X1 =2),..} = {(X1 =14)},cy« - En utilisant le
systeéme complet d’événements {(X1 = 4)}, .y« , 0D a

+oo j—1 +00
Vi o€ N\{0,1}, P(Xp=j)=) P(X1=iNXo=j)=) P(X1=iNXy=j)+ Y P(X1=iNX;=j)
i=1 i=1 i=j -0
j—1 j—1
= Y (-—p/ PP =(1-pY P> 1=(-1)(1—-pJ %
=1 i=1

Justification des calculs de probabilités : Etant donné que la seconde boule blanche apparait nécessairement apres
la premiére boule blanche (!!), l'événement (X1 =i N Xy = j) est impossible lorsque i > j. Lorsque i < j <1< j—1,
Iévénement (X1 =iN Xy = j) est identique a l'événement BN ---NB;_1 N B;NBj;1N--- B;_1 N B;, ot By, désigne
l’événement " obtenir une boule blanche a la k-iéme pioche ". Etant donné que ces événements sont mutuellements
indépendants, que deuz de ces événements ont pour probabilité p et les j — 2 autres ont la probabilité (1 — p), on en
déduit que

P(X;1 = iNXe=4)=PBiN---NBi_1NB;NBiy1N---Bj_1NBy)
= P(By)--- P(Bi—l)P(Bi)P(BH-l) - P(Bj—1)P(B;) = (1 — p)’?p?

Espérance de X5 : La variable Xs admet une espérance ssi la série

Y iP(Xa=4)=> jG—-DA-p P =p*> G- D1 -p)J

n>2 §>2 j>2

converge, ce qui est le cas car 1 — p €]0,1[ donc a ] —1,1[ et l'on a
= 2 2
2) =Y ii =11 —p)~ 2272—]92233—1 A-p)) P =p g =~
j=2

correction de I’exercice 2
1. Loi de X : Par définition, X (2) = N* et, en utilisant le systéme complet d’événements {(Y =1),(Y =2),...} =
{(Y =j)},enx » on a, pour tout i € N*,

+o0 +oo +0oo
P(X=i) = Y PX=inY=j)=> p"(1-p)+Q1-p"p Z“Z (1-p)™ Y
J=1 j=1 j=1
) +oo ' +o0 ‘ oo
= z+1 Z k-‘rl _ p)z-‘rl Zpk (k _ ] _ 1) _ pz-‘rl(l _ p) Z(l _ p)k + (1 _ p)z-i-lpzpk
. 1 . _ .
= pz—‘rl(l _p) x 4 (1 _ p)H—lp x — (1 _p)p1 +p(1 _p)z

1—(1-p) 1—

De méme, Y (2) = N* et, en utilisant le systéme complet d’événements {(X = 1), (X = 2),...} = {(X =1i)},cyx , O a,
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pour tout j € N*

400 400 +oo 0
P(Y=j) = Y PX=inY=5)=> p(1—pf+1-p)"'p/ =1=pYp> p'+p(1-p)> (1-p)
=1 =1 =1 =1
+oo +00
= (1=pYpd P+ (1-p)) (1-p*" (k=j-1)
k=0 k=0
+0o too
= (1p)jPQI;Jp’“rpj(lp)Q];(lp)k—(lp)jpleierpj(lp)le_(l_p)

(1= pP 9P+ (1 - p)?

2. X admet une espérance et calcul de E(X) : La variable X admet une espérance ssi la série

S iP(X=i)=> i(1-pp +p1-p))=0-p)Y ip'+p> i(l-p)'=(1-p)> ip'+pY i(l—p)

i>1 =1 i>1 i>1 >0 >0

converge. Or cette derniére série est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (car p et 1 — p appartiennent
a]0,1[ donc & ] — 1, +1[), ce qui implique que X admet une espérance et

400 “+00 +oo
E(X) = ZZ’P(X:Z'):Zi((lfp)pl#p(lfp)i):(1*p)pZip”*“rp(lfp)Zi(lﬂo)H
- 1 ) 1 P _1fp )

(1-p)p x

(1—p)? Tp(l—p) x 1-1-p)2 T-p

Y admet une espérance et calcul de E(Y) : La variable Y admet une espérance ssi la série

D iP(Y = i =pyY PP+ (1)) = p Z] ij

j>1 j>1 Pixa i>1

= p Zy ij]

]>O 7=0

converge. Or cette derniére série est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (car p et 1 — p appartiennent
a]0,1[ donc & ] — 1, +1[), ce qui implique que Y admet une espérance et

2+°0

pr

“+oo +oo
E(Y) = _ZjP(Y:j):_Zj((1—p)j*1p2+pj*1<1—p)2) =

+oo
Zyp]—pQZJ Y+ (1=p)?> it
=0

_ 2 1 _p)2 71 = =
-7 ><<1—<1—p>>2+(1 N

3. Variance de X : La variable X admet une variance ssi la série > i2P(X = i) converge, ce qui est vrai puisque I'égalité

suivante

;z’?P(X = i) :;[i(i— 1)+ P (X =4) :;i(i— 1)P(X:i)+;iP(X:

> _ ;i(;—l)[(l— p)p' +p(1—p) +§>:1 —p)p' +p(1 —p)i] =
= (1 —p)p’ ;Z(l —1)p" ™ +p(1 - p);;i(i ~DA-p)" T+ (1 p)p;ipi‘l +p(1—p) ;i(l -p)'
= (1-pp’ ;Z(Z ~1)p'? +p(1 - p)Qégi(i ~DA-p) P+ (1~ p)p;ip“ +p(1 p)gi(l —-p)t
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(car les termes correspondant & ¢ = 0 sont nuls) montre que la série considérée est une combinaison linéaire de séries
convergentes (car p et 1 — p appartiennent a ]0,1[ donc 4] — 1,41[) et 'on a

E[X?] = ioizP(X =)
= +oo +oo +00
= (1—p)p222(2—1)p’ 2+p(1—p)22i(i—1)(1— ) 1- pZsz ! p)Zz(l—p)’_l
1=0 =0 i=0
2 2 1 1
e (i Ll e () (S R e (o)

p \° 1-p\>° P 1-p
R CORCS
1-p p 1-p P

Variance de Y : La variable Y admet une variance ssi la série > j2P(Y = j) converge, ce qui est vrai puisque 1’égalité
j>1

SHE-D)+4P Y =4)=>_jG—-DPY =j)+ Y jPY =

suivante

> PPy =

jz1 jz1 jz1 j=1

= > G-V [a=py P+ A=+ D i [ —p) P+ (1= p)]
jz1 j>1

= > iG-D[a=-py PP+ A =p)?]+ D 5 [(1—p) '+ (1 - p)?]
7=0 7=0

= PPA=p)d G- —-p/ >+ (1=p)?p (i —1)p >

j=z0 j=0
+p° Y (1 —p (1 =p)*> !
j>0 §>0

montre que la série considérée est une combinaison linéaire de séries convergentes (car p et 1 — p appartiennent a ]0, 1|
donc & ] —1,41]) et I'on a

+00
E[Y? = ZjQP(Y:
” “+o00 ) +oo +o00 )
= P(A=-p)> G -DA—=p/ >+ (1 —p)?pY (i —1)p'~ 2+p22J pY T+ (1=p)? > ip
j=0 7=0 i—0
2 2 2 2 2 1 2 1
= P g R e g e T X T
= ox—Pioy P 9
1-p
V(X) = E(X2)—[E(X)}2=2(1;p+lfp+1>—4:2(1;7’+lfp—1>

4. D’aprés I’énoncé, on a
P(X=1nY=1)=p*(1-p)+(1-p)’p=p1-p)p+1-p)=p(l-p)
et d’apres la question 1, on a

P(X =1)P(Y =1)=[(1=pp+p1—p)] [p>+ (1 —p)?] =2p(1 —p) [p* + (1 — p)*]

www.mathematiques.fr.st 3 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction feuille d’exercices n°23 2005-2006

1
Par conséquent, en tenant compte que p et 1 — p appartiennent & )0, 1] et sont distincts de o on a
P(X=1nY=1) = PX=1D)PY =1)<p(l-p) =2p(1-p)[p*+1-p)?]e1=2[p"+(1-p)?

1
& 122(2p2—2p—|—1)<:>4p2—4p—|-1=()<:>p=(2p—1)2=O<:>p=5

1 1
ce qui est absurde car p # 3 donc les variables X et Y sont dépendantes lorsque p # 7

5. En utilisant ’énoncé et la question 1, on a, pour tous i et j dans N*|
1\ /1\" 1 I IR DA R 1\?
(=2)G) +:0-2) )02 () +6) (1—2)]
1\t 1\t 1\ 71 1\ 7! 1\t 1\ /1
) +() H(a) “(3) ]: [2 (3) H2(2> ]
( 1 J i+j
) (5) - (

T
>~
I
v
~
I
=
Il

P(X=ietY =j) =

Il
Ve N N s B e |

donc Vi,j e N*, P(X=¢)P(Y =j)=P(X =ietY =j), ce qui implique que les variables X et Y sont indépen-
dantes lorsque p = 5
correction de ’exercice 3

On considére Py, (resp. Fj) I'événement " obtenir Pile au k-iéme lancer " (resp.
éviter des notations trop lourdes, on notera PPF' I'événement P; N Py N Fj.

n n

obtenir Face au k-éme lancer "). Pour

1. Loi de X : X(€) = N* (il faut au moins un lancer pour obtenir Face !) et
n lancers
vne N, p(X =n)=p(L- - PF)=p(P)..p(P)p(F) = a" (1 - a)
)
n—1 fois
Loide Y : Y(Q) = N* (il faut au moins un lancer pour obtenir Face !) et
n lancers
—
X = — - = — n—1 —
VneN*, p(Y =n)=p(L---PF)=p(P)..p(P)p(F)=b"""(1-b)
n—1 fois

Espérance de X : La variable X admet une espérance ssi la série Y. nP(X =n) = > na" !(1—a) = (1—a) Y na"!
- n>1 n>1 n>0
converge, ce qui est le cas car a €]0,1[C] — 1,1[ et l'on a

+oo
1 1
_ n—1 _ —
B(X)=(1-a)) na"'=(1-a)x T af~ 1 a
n=0
2. L’événement (X =7Y) s’écrit aussi
—+o0
(X=Y)=(X=1nY=1)Uu(X=2nY=2)U---= [ J(X =nnY =n)
n=1

L’union étant disjointe et les variables X et Y étant indépendantes, on a :

P(X=Y) = fP(X:nﬂY:n):fP(X:n)P(Y:n)z—i:.oa"_l(l—a)b"_l(l—b)
n=1 . n=1 . n=1
= (1-a)(1-b)> ()" ' =(1-a)1-b)) (ab)* (k=n-1)
n=1 k=0
B I (1—-a)(1-0)
h (1_a)(1_b)><1—ab_ 1—ab
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Interprétation : La probabilité que chaque joueur obtienne pile pour la premiére fois au méme lancer est égale a

(1—a)(1-0)
1—ab ’
3. P(X > k) : L’événement (X > k) s’écrit encore
“+oo
(X>k)=X=k+)UX=k+2)U---= | (X=n)
n=k+1
L’union étant disjointe, on en déduit que
+oo —+00 —+00
P(X>k) = Y PX=n= > a'(l-a)=0-a) Y o '=0-a)("+a"+-")
n=k+1 n==k+1 n==k+1
+o0 1
= (1- It GG=n—-(k+1 —j+k+1)=01-a)d"y @ =(1-a)d" —aF
( a)Za G=n—(k+1)=n=j+k+ a)a Za aaxlia a

Jj=0

P(X >Y) : On introduit naturellement le systéme complet d’événements

(v =1),(y=2),..} ={(Y =n), neN*}

Ensuite, la réalisation de ’événement [(X > Y) N (Y = n)] implique bien entendu la réalisation de I’événement (X >
n)N(Y = n), la réciproque étant évidente (remarquez que 'on ne peut pas dire que les événements [(X > Y) N (Y = n)]
et (X > n) sont identiques car ce dernier ne donne aucune information sur Y'). Dés lors, en tenant compte que les
variables X et Y sont indépendantes, on en déduit que

+oo

Y P(X>Y)n( ZP (X >n)N ZPX>n n)

n=1

= 1-b< 1-b<
= E a"b" 1 —b) = 5 E ab"t = 5 E (ab)" = g b)k+l =n-—1)
Z b)
< ) ab N 17 —ab

P(X>Y)

correction de 1’exercice 4
1. L’événement (N = n) est réalisé et l'on souhaite la réalisation de I'événement (X = k), autrement dit, n voitures
arrivent au péage en 1 heure et on souhaite que k voitures se présentent au guichet n® 1. On réalise donc n expériences
identiques & £ " la voiture se présente au péage ", mutuellement indépendantes et on souhaite k réalisations de
1
lévénement A " la voiture se présente au guichet n°® 1 ", dont la probabilité est égale & — (chaque péage étant choisi
m

avec la méme probabilité). Par conséquent, on se trouve dans le cadre du schéma binomial donc

n 1 k 1 n—k
YneN, Vke[0n], Pyenm(X =k) = <k> (m> (1 _ m)

2. Le nombre de voitures se présentant au guichet n° 1 dépend évidemment du nombre de voitures présentes au péage,
c’est-a-dire des événements {(N = 0),(N =1),...} = {(N =n), n € N}.En utilisant le systéme complet d’événements
(N = n)pen, la formule des probabilités totales nous donne

k—1 “+oo
P(X=k) = Y PIN=nNX=k) =) P(N=nnX=k)+ Y P(N=nnX=k)
n=0 n=0 -0 n=k
+oo
= Y P(N=nnX=k) = ZP N=n) (X = k)
n=k n=k

Justification : On ne peut avoir plus de voitures au guichet n® 1 que de voitures présentes au péage donc I’événement
(N =nnNX = k) est impossible lorsque k > n < n < k.

www.mathematiques.fr.st 5 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction feuille d’exercices n°23 2005-2006

3. Puisque N suit la loi de Poisson P()), ¢’est-a-dire

Y

NQ)=N et YneN, P(N=n)= oy

)

les questions 1 et 2 nous donne les égalités suivantes

00 n k n—k k +oo \n | n—k
O (2 () E )
— nt\k) \m m m/) ‘= nl El(n — k)! m

k k
e (;) Jio ( /\nk)! (1 ) 1)7,_k jzf_k e~ (;) Jf Ntk (1 - 1 )j

g
>
[
=
Il

k! n— m k! , 5! m
n=~k j=0
k k
1 : 1

(L) gk } () gk .
_ e<ﬂ@>A§f'V 1 J__e<fn>A§f1 NTEEAN

B k! L m) k! 41 m

j=0 7=0
4. En utilisant la question précédente, on constate que la somme correspond & la somme de la série exponentielle donc
k k
) 5
m 1 A m

A
On en déduit immédiat que X suit la loi de Poisson P ()
m

5. D’apres le cours sur la loi de Poisson , on a F(X) =V(X) =

correction de ’exercice 5
1. L’événement (N = n) est réalisé et 'on souhaite la réalisation de I’événement (X = k), autrement dit, n colis sont
expédiés et souhaite que k colis soient détériorés. On réalise donc n expériences identiques a € " expédier le colis ",
mutuellement indépendantes et on souhaite k réalisations de I’événement A " le colis est détérioré ", dont la probabilité
est égale & t. Par conséquent, on se trouve dans le cadre du schéma binémial donc

VneN, Vkel[0,n], Pyen(X=F) = (Z) -tk

2. Le nombre de colis détériorés dépend évidemment du nombre de colis expédiés, c’est-a-dire des événements { (N = 0), (N =

{(N =n), neN}.En utilisant le systéme complet d’événements (N = n),ecn ainsi que la formule des probabilités
totales et en tenant compte que ’événement (N = nNX = k) est impossible lorsque n < k (on ne peut avoir strictement
plus de colis détériorés que de colis expédiés), on en déduit les différentes égalités suivantes

+oo - too
P(X=k) = Y PIN=nnX=k =Y P(N=nnNX=k+» P(N=nnX=k)
-0 n=k
B +oo B B _+oo 7)\)\71 n\ -
- ZP(N—nﬁX—k ZP =n)Pen) (X = k)_n;e i )ra=n

oMk Z n! (1 _ gk = e Mk io A" (1
B — n! kl(n —k)! k! — (n—k)!

e~ Mk TX itk '
- Y-y Gen-h

j=0
_AtkAk +oo )\j . e—)\tk)\k +oo 1 ;
B TZ 7l (1-t) = Tzﬁ()\(l—t))
j=0 j=0
7)\tk)\k At k
= GT exp (A (1 —t)) = exp (—At) ( k') (série exponentielle)

donc X suit la loi de Poisson P(At).
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3. Les calculs sont absolument identiques (et laissé au lecteur) en remplacant X par Y, ¢ par 1 — ¢ (probabilité qu'un colis
ne soit pas détérioréa, on obtient au final

Y(Q) =N et VgeN, P(Y—q)—exp(—A(l—t))W

4. On se dit que le nombre de colis détériorés dépend du nombre de colis non détériorés et réciproquement donc on pense
que les variables X et Y sont dépendantes .......

5. D’une part, les questions 2 et 3 nous donne

()"

AL=0) _ oy ypag 1= 1)
k!

Vk,ge N, P(X =k)P(X =q)=exp(—Xt) J Hgl

exp (=A(1 - 1))

Ensuite, pour calculer la probabilité P((X = k) N (Y = q)), nous devons considérer le systéme complet d’événements
(N =n)pen (le nombre de colis détériorés et non détériorés dépend du nombre de colis expédiés) donc

+o00
PX =W)N(Y =g) =3 PI(X = k)N (Y =) N (N =n)]

Or N = X +Y donc lorsque n # k + ¢, ’événement (X = k)N (Y = ¢) N (N =n) est clairement impossible donc
P(X=k)NY =q)=P[X=k)NY =¢)n(N=k+q)]=P[(X =k NN =k+q)

En effet, la réalisation de ’événement (X = k)N(Y = ¢)N(N = k+q) implique celle de 'événement (X = k)N(N = k+q).
Réciproquement, si 'événement (X = k) N (N = k + q) est réalisé alors, étant donné que N = X + Y par définition,
on a nécessairement Y = (k + q) — k = ¢ donc I'événement (X = k)N (Y = ¢q) N (VN =k + q) est réalisé.

Pour finir, en utilisant les questions 1 et 2, on obtient

Ly AR k+q .

P(X = k)N =q)=PN=k+qQPncpiqX =k)= [e A(Hq)! [( N )tk (1—1) }
k(1 _ )
_ efA/\k-‘rqtk(l —t)q > (k—il_q)! % (kqu?)' _ ef)\)\k-'rqt (1k!q!t)

ce qui entraine que
Vk,geN, P(X=k)n(Y =q)=PX=FkPX=q)

donc les variables X et Y sont indépendantes !!!

En fait, la connaissance du nombre de colis détériorés ne peut déterminer celui du nombre de colis non détériorés
car le nombre de colis expédiés n’est pas défini donc celui du nombre non détériorés également. Réciproquement la
connaissance du nombre de colis non détériorés ne peut déterminer le nombre de colis détériorés.
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