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EXERCICE 1

On note ¢ la fonction numérique d’une variable réelle x définie par :

() zlnG”) p

— X

suivant les valeurs du réel x.

1
1. Etudier le signe du quotient 1 e
-

2. Justifier que 'ensemble de définition de ¢ est l'intervalle I = ]—1,1][.

3. Montrer que ¢ est impaire.

4. Démontrer que pour x dans I,
2

/
-9
5. En déduire le tableau de variation de ¢ en précisant les limites de ¢ en 1 et en —1.

6. (a) Quel est le signe de p(x) sur l'intervalle I 7
(b) Calculer la dérivée seconde de ¢ sur I.

(c¢) En déduire que :

1 2
— < 0 < =
V:cE[O,Q], O\cp(x)\3
(d) Etudier la convexité de .
7. On définit la suite (u,)pen par :
1
ug = 5
Vn €N, Un+1 = @(un)

(a) On donne In3 < 1, 1.

1
alors 0 < p(z) < 2 puis que :

N

Montrer que si 0 < x <

1
Vn € N, Uy € [O, 2]
(b) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que :

2
VHGN, ‘un-i-l’ < g‘un‘
Puis que :

127"
<= |2
Vn € N, [t | 2[3]

(c) En déduire la limite de la suite (uy,)nen quand n tend vers 'infini.

EXERCICE 2

On considére les matrices a coefficients réels P et () définies par :

P =

—_ = =
—_ = =
—_ = =

1

, Q=-(I+P)
4

ol I désigne la matrice unité d’ordre 3.

o



1. Calculer P%, PQ,QP en fonction de P.
2. Calculer les produits (41 — P) @ et Q(4I — P). Qu’en concluez-vous pour la matrice Q) ?
3. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe des réels a,, et b, tels que :

Q" =apl + b, P

Les suites (ay,) et (b,) vérifiant les relations de récurrence :

1
an4+1 = zan

1
bpi1 = Zan + by,
avec ag =1l et bg =0

4. En déduire a, en fonction de n.

5. Montrer que pour tout entier n, non nul :

n—1
> (b1 — i) = by
k=0
6. En déduire que pour tout entier n :
by = S(1— —)
"3 4n

7. Donner alors ’expression, sous forme matricielle, de Q™ en fonction de 'entier n.

8. On considere les suites réelles () nen, (Yn)nen, (2n)nen, définies par :

Tn+1 = (an + Yn + Zn)

e

Yn+1 = ~ (xn + 2yn + Zn)

— e

Zn+1 = Z (ajn + yn + 2271)
avec xg =1,y =20 =0

On pose alors :

T,
Un = Yn
Zn
(a) Déterminer Uy, U;.
(b) Vérifier que, pour tout entier naturel n :
Un+1 = QUn
(c) Puis montrer que, pour tout entier naturel n :
Un = QnUO

(d) En déduire I'écriture de xy,, yn, 2, en fonction de n, puis leur limite lorsque n tend vers plus Uinfini.
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EXERCICE 3

Une entreprise de sondage interroge des consommateurs sur 'utilisation d’un produit commercial A.
La probabilité qu’'une personne choisie au hasard parmi les utilisateurs du produit A s’estime satisfaite de ce

2
produit est de —.

On admet que les réponses des consommateurs sont indépendantes les unes des autres.

1. L’enquéte est effectuée auprés d’un échantillon de 20 consommateurs du produit A. On note X la variable
aléatoire égale au nombre de personnes satisfaites du produit A.

(a) Définir la loi de X. Donner l'espérance mathématique et la variance de X .

(b) Déterminer la probabilité qu’aucun consommateur ne soit satisfait du produit A.

2. On interroge une succession de consommateurs du produit A. Le rang du premier consommateur de A
satisfait de ce produit définit une variable aléatoire Y .

(a)
(b)

()

Pour tout entier naturel k£ non nul, déterminer la probabilité de 'événement [V = k] .
Donner sous la forme d’une fraction irréductible les probabilités suivantes :

i. PlY <3].

ii. PlY <4/Y >2].

Déterminer le nombre entier minimum kg tel que la probabilité de I’événement [Y > ko] soit strictement

1 20
inférieure a <3> .

3. Le temps, exprimé en minutes, consacré & interroger chaque consommateur est représenté par la variable
aléatoire T dont une densité de probabilité f est donnée par :

(a)

fit)y=tet si t=0
f(t)=0 si t<0
A Taide d’une intégration par parties, calculer pour z > 0, 'intégrale,

T

/ te”t dt,

0

En déduire que f est bien une densité de probabilité.
Déterminer la fonction de répartition Fp de T.

Montrer que, pour tout entier naturel n, la fonction H,, définie par :

no .k

Ve € R, Hp(z) :176_12%
k=0

est la primitive, qui s’annule en 0, de la fonction h,, définie par :

e *

Ve e€R, hy(z)= o

En choisissant des valeurs convenables pour n dans la question qui précéde, montrer que les espérances
E(T) et E(T?) existent et les calculer. En déduire la variance de T'.



