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Option générale
MATHEMATIQUES I

PROBLEME

DONNEES DU PROBLEME

a) R[x; n] est l�espace vectoriel réel des polynômes à coe¢ cients réels, de degré inférieur ou égal à n:
On pose : e0(x) = x0 = 1 et pour : 1 6 k 6 n ek(x) = x

k:
Bn = fe0; e1; :::; eng est la base canonique de R[x; n]:

b) m; n et k sont des entiers naturels.
Pour 0 6 k 6 n; les coe¢ cients ak et bm;k sont réels.
La variable x est réelle.
Le polynôme nul, noté � est élément de R[x; n].
Pour P élément de R[x; n]; on a les écritures :

P (x) =

nX
k=0

akx
k ou P =

nX
k=0

ak:ek

Pour P polynôme de R[x; n]; on note P (M) le polynôme matriciel dé�ni par :

P (M) =

nX
k=0

ak:M
k

c) La famille t de trinômes est dé�nie par :

tm = e2 � ((�1)m + 5m)e1 + (�5)me0:

PREMIERE PARTIE

La suite réelle u est dé�nie par : u0 = 0; u1 = 1 et par la relation de récurrence :

um+2 � 4um+1 � 5um = 0

1. Calculer u2 et u3:

2. Démontrer que la suite u est dé�nie et unique.

3. On pose : vm = um+1 + um:
Démontrer que v est une suite géométrique. On donnera la raison et le premier terme.

4. Démontrer que : um =
m�1P
k=0

(�1)m+k�1:vk:

5. En déduire l�expression de um en fonction de m:
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DEUXIEME PARTIE

'm;n est l�application qui à P élément de R[x; n]; fait correspondre : 'm;n(P ) = tmP:

On a 'm;n(P ) =
n+2P
k=0

bm;k:ek:

1. Ecrire les coe¢ cients bm;k en fonction de m et des coe¢ cients ak:

2. Démontrer que 'm;n est une application linéaire de R[x; n] dans R[x; n+ 2]:

3. Quelle est la dimension de l�espace-image de 'm;n, noté Im'm;n ?

4. Ecrire la matrice de 'm;n quand R[x; n] et R[x; n+ 2] sont rapportés aux bases Bn et Bn+2:

TROISIEME PARTIE

On donne la matrice : A =
�
2 3
3 2

�
1. Calculer t1(A) et en déduire que Am = �mA+ �mI où � et � sont des suites.

2. Résoudre les suites � et �: Véri�er que �m 6= 0 et �m 6= 0:

3. Montrer que :

(a) �2m = ((�1)m + 5m)�m
(b) �m = ((�1)m + 5m)�m � (�5)m:

4. Ecrire la matrice Am:

5. Calculer : tm(Am):

QUATRIEME PARTIE

M est l�ensemble des matrices carrées d�ordre 2 à coe¢ cients réels.
E[M;n] est le sous-ensemble des polynômes de R[x; n] qui admettent M pour racine.

1. m = 1

(a) Déterminer : E[A; 0]; E[A; 1] et E[A; 2]:

(b) Démontrer que E[A;n+ 2] = Im'1;n:

2. Etude du cas général

(a) Déterminer : E[Am; 0]; E[Am; 1] et E[Am; 2]

(b) Démontrer que E[Am; n+ 2] = Im'm;n:

PROBLEME N� 2

DONNEES ET NOTATIONS

1. n et k sont des éléments de N:
I est un sous-ensemble de N:

2. t est une variable réelle, � un réel non nul et Q un polynôme à coe¢ cients réels dé�ni par :

Q(t) =
X
k2I

akt
k
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3. La somme Sn et la série S sont dé�nies par : Sn(t) =
nP
k=0

tk et S(t) = lim
n!+1

Sn(t):

4. Pour une expérience aléatoire E; on note :

� 
 le référentiel
� X la variable aléatoire réelle dé�nie par : X(
) est un sous-ensemble de N:
� Pour k 2 X(
); P (X = k) = pk est la probabilité d�avoir X = k:

� fX la fonction génératrice de X dé�nie par : fX(t) =
P

k2X(
)
tk:pk

5. X1; X2; :::; Xn sont des variables aléatoires réelles totalement indépendantes, égales à X:

On pose : Y =
nP
i=1
Xi:

De même : Z est une variable aléatoire réelle, et Z1; Z2 des variables aléatoires réelles indépendantes, égales
à Z: On pose :

T = Z1 + Z2:

PREMIERE PARTIE

1. Reconnaitre la somme Sn(t) et donner son expression en fonction de n et t:

2. Quel est le domaine de convergence D de la série S ?

3. Pour t 2 D; donner l�expression de S(t):

4. Pour t 2]� 1

�
;
1

�
[; montrer que :

+1P
n=0
(�:t)n =

1

1� �:t

DEUXIEME PARTIE

1. A quelles conditions sur les conditions ak peut-on assimilerQ à la fonction génératrice d�une variable aléatoire
X ?

2. Quelle est la loi de probabilité (X;P (X)) correspondante ?

3. Démontrer que : E(X) = Q0(1) et V (X) = Q00(1) +Q0(1)� (Q0(1))2:

TROISIEME PARTIE

Dans cette partie : Q(t) = at+ b

1. Ecrire les conditions sur a et b pour que Q soit la fonction génératrice d�une variable aléatoire X:

2. Reconnaitre la loi (X;P (X)) et donner ses caractéristiques.

3. Quelle est la loi (Y; P (Y )) ? Donner ses caractéristiques.

4. Donner l�expression de la fonction génératrice fY de Y:

QUATRIEME PARTIE

Dans cette partie : Q(t) = (at+ b)n

1. Ecrire les conditions sur a et b pour que Q soit la fonction génératrice d�une variable aléatoire Y:

2. Reconnaitre la loi (Y; P (Y )):
(On donnera l�expression de la probabilité P (Y = k)):
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CINQUIEME PARTIE

Dans cette partie, f est la fonction numérique de la variable réelle t dé�nie par :

f(t) =
at

1� bt

où a et b sont des réels.

1. En se référant à la troisième question de la première partie et en écrivant les contraintes sur t; a et b :
montrer que f peut être assimilée à la fonction génératrice d�une variable aléatoire Z:

2. Reconnaitre la loi (Z;P (Z)) et donner ses caractéristiques.

3. Quelle est la loi de probabilité (T; P (T )) ? Donner ses caractéristiques.

4. Donner l�expression de la fonction génératrice fT de T:
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