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PROBLEME I

Les deux réels a et b; avec a < b, et l�entier naturel non nul n sont donnés; soit Rn[X] l�espace vectoriel des
polynômes à coe¢ cients réels de degré au plus égal à n:
On désigne par f l�application :

f :

Rn[X]� Rn[X] ! R

(P;Q) 7!
bR
a
P (x)Q(x)dx

et par Mq;r le polynôme dé�ni pour q et r entiers naturels tels que :

M0;r(X) = (X � a)r(X � b)r; r > 0
et M0;0(X) = 1

et si q > 0 Mq;r(X) =
dq

dXq
[(X � a)r(X � b)r]

En�n, p et q étant deux entiers naturels, on pose :

Ip;q =

bZ
a

Mq;q(x)x
pdx

1. Quelle est la forme quadratique associée à f ? Est-elle dé�nie positive ?

2. Montrer que Mq;q est un polynôme de degré q et que (M0;0;M1;1; :::;Mn;n) est une base de Rn[X]

1/2



3. Pour 0 6 p < q; montrer que a et b sont racines d�ordre q � p de Mp;q

4. Etablir la relation pour q > 1

Ip;q = �p
bZ
a

xp�1Mq�1;q(x)dx

En déduire que pour q > p; Ip;q = Kp
bR
a
Mq�p;p(x)dx; où Kp est un entier relatif, ne dépendant que de p; que

l�on déterminera.

5. Prouver que Ip;q = 0 si p > q:

6. Calculer, pour 0 6 r < q;
bR
a
Mq;q(x)Mr;r(x)dx

7. On pose Aq =
bR
a
M2
q;q(x)dx

Déterminer en fonction des Aq (que l�on ne calculera pas) la matrice de f dans la base (M0;0;M1;1; :::;Mn;n)
de Rn[X]

PROBLEME II

(Les questions 1 et 2 sont indépendantes)

L�entier naturel n > 1 et le réel p 2]0; 1[ sont donnés : on note q = 1� p:
On considère une suite de 2n épreuves de Bernouill, indépendantes; chacune d�elles conduit soit au succès, avec
la probabilité p; soit à l�échec, avec la probabilité q:

1. (a) Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur 0 si aucun succès n�est obtenu et la valeur i si le premier
succès est enregistré à la ième épreuve. Déterminer la loi de probabilité de X; calculer son espérance.

(b) Soit Y la variable aléatoire qui prend la valeur j si, pour la première fois, on obtient 2 résultats identiques
consécutifs aux épreuves de rangs j � 1 et j et la valeur 0 si l�on a pas deux résultats consécutifs et
identiques. Déterminer la loi de probabilité de Y:
On pourra distinguer 2 cas, suivant que j est pair ou impair.

2. On prend n = 5000, p = 0; 51: Evaluer la probabilité de l�évènement " le nombre des succès est compris
strictement entre 4950 et 5200 "

Insérer une table de loi normale
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