ECOLE SUPERIEURE LIBRE DES SCIENCES COMMERCIALES APPLIQUEES

MATHEMATIQUES 1lére EPREUVE

OPTION : GENERALE

PROBLEME I

Les parties I, II et III peuvent étre traitées séparément.

Partie I

Soit Fp,(z) = (x —a)™(z — b)™ pu a et b sont deux nombres réels tels que a < b et n un entier naturel non nul.
Démontrer par récurrence que si p < n; la dérivée d’ordre p de F,,(z) est de la forme :

dpFn x n—p n—p
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ol ¢p(3:) est un polyndéme de degré p que ’on ne cherchera pas a calculer.

Partie I1

Soient u et v deux fonctions dérivables sur R; on rappelle la formule de Leibniz :
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On considére les polynomes Y, (x) (22 — 1)" et soit P, (x) = Y, (x) pour n > 1 et Py(z) = 1.

dan

~ 2np
1. Calculer directement P (z), Py(z) et Ps(x).

2. En appliquant la formule de Leibniz; calculer le coefficient de ™ dans P, (x)
n

(Pour une formule simple, on admettra que 3 (C¥)2 = C%).
k=0

3. Démontrer la relation (22 — 1)% = 2nzY,.
x

m+1 ) 4" ) .

En appliquant la formule de Leibniz au second membre de cette équation, montrer que :

4. Cette relation donne :

(1) Pl=aP+nPua

,
de -’

5. En appliquant la formule de Leibniz au second membre de I’équation :

N /
ou P, =

n m—1
d ——((2* = D)™ 'z) (déduite du 3)

montrer que :




mn
6. En appliquant autrement la formule de Leibniz & d—n(x2 — 1)™, montrer que :
x

1 1 dn—2
P, =- ~1)P, P, 2t
(3) 2n($ 1+ 1+2 (n—2)!d$"*2($ )
7. Des formules (1), (2) et (3), déduire :
(4) (22 = 1)P! | =n(P, —xP,_1)
(5) @P! =P +nP,
8. Déduire des formules (4) et (5) la relation :
m+1)Pp1—(2n+1)aP, +nP,1 =0
Partie ITI
1
1. Soit I, = [ (2 —1)"dz.
“1
(a) Démontrer que (2n + 1)I, = —2nl,
(b) En déduire I'expression de I, en fonction de n.
2. En supposant la formule de la partie I établie, déduire la valeur de :
d”F h
/Q e et K, = /Q(m)Pn(m)dx
x

ol Q(z) est un polyndome de degré inférieur a n strictement.

1
3. Quelle est la valeur de [ (P,(z))%dz ?
-1

PROBLEME 11
I)

k étant une constante réelle, positive ou nulle, on considére la fonction f(t) = t*e~* de la variable t.
1. Etudier cette fonction pour ¢ > 0.

2. Construire sa représentation graphique C. On construira les divers modéles des courbes C' sur une méme
figure.

+oo
3. On considére lintégrale I, = [ thetdt.
0
On supposera cette intégrale convergente.

(a) Trouver une relation de récurrence entre Iy et Ij_q.

(b) Calculer explicitement I; en fonction de k lorsque k est un entier naturel.



IT)

On considére ’ensemble Fy des polynomes en z, a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 2 : p(z) =
Uy + w1 + ugx?.

Uuo
A tout polynome p, on associe la matrice P = | uy

U2

1. La fonction de la variable réelle x :

—+o00

pi(x) = / (t? — 4zt — 22%)e " p(t)dt
0

est un polynoéme de Fs.
Montrer que la matrice P; associé & p; peut se mettre sous la forme d’un produit matriciel P = AP. Calculer
la matrice A.

2. Déterminer les valeurs propres de A.
3. Déterminer les vecteurs propres associés & ces valeurs propres.

4. s étant une constante réelle donnée non nulle; déterminer les polyndémes p de Fs tels que p; = sp.
On discutera selon les valeurs de s et on donnera dans chaque cas ’expression explicites des polynémes p.



