ECOLE SUPERIEURE LIBRE DES SCIENCES COMMERCIALES APPLIQUEES

MATHEMATIQUES 1lére EPREUVE

OPTION: GENERALE

PROBLEME 1

Les parties I et II sont indépendantes

NOTATIONS

Pour tout entier naturel non nul m, FE,, désigne ’espace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré
inférieur ou égal & m.
On définit une suite de polynémes (P,)nen par :

X(X —n)"!

PO(X):17 Pl(X):X7 Pn(X): n

pour n > 1

Partie I
1. Veérifier que pour n > 1: P/ (X) = P,—1(X — 1).
En déduire que pour n > 1: P} (1) = 0.

2. (a) Soit n un entier naturel non nul. Démontrer que pour tout entier naturel k¥ < n, on a : Pék)(k) =0
(P,(lk) désigne la dérivée d’ordre k de P, ; par convention P7(LO) =P,

(b) Quelle est la valeur de pim (X)7?

Partie 11
1. Montrer que les polynémes Py, Py, ...., P, forment une base de E,,.

2. Pour tout polynéome P de FE,,, montrer que les nombres P(k')(k) ou k varie de 0 & m, constituent les
coordonnées de P dans la base (P, Pi, ..., Pn).

3. En déduire que pour tout couple de réels (z,y), on a :

m

Prn(x+y) = Pu(x)Prni(y)
k=0

4. On note u 'endomorphisme de E,, qui, a tout polynéome P de E,, associe le polynéme @ = u(P) défini par
Q(X)=P'(X +1) - P(X)

Donner la matrice de u dans la base (P, Pi, ..., Py,)

Partie II1

Soit m un entier naturel non nul et @ un nombre négatif ou nul.

1. On considére une application g définie sur 'intervalle I = [a,m], de classe C™ sur I, admettant sur |a, m|
une dérivée d’ordre m + 1 et telle que g(k)(kz) = 0 pour k variant de 0 & m.
On admet qu'il existe un point z9 # 0 appartenant a l'intervalle [a, 1] tel que g(z9) =0
Montrer que sous ces conditions, il existe un point = €]a, m[ tel que :

gt (e) =0
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2. Soit f une fonction définie sur I, de classe C™ et admettant sur |a, m[ une dérivée d’ordre m + 1.

m
En posant g(z) = f(z) — 3. f®)(k)Py(z) — aPpi1(x), (o étant une constante convenablement choisie),

déduire de la question 1), pour tout x compris entre a et 1, 'existence d’un nombre § €]a, m| tel que

=> ) + Poya () fD(6)

k=0

PROBLEME 2

Les parties I et II sont indépendantes

e Soit r un réel strictement positif, on désigne par f, la fonction numérique définie sur [0, 1] par :

fr(z) = (1 —zY") sizelo,1]
fr(0) = 1
fr(1) = 0

e On appelle (C;) la courbe représentative de y = f,.(x) pour = € [0,1] dans le plan rapporté a un repeére
orthonormal (O, 1, j) noté R (unité 10 cm).

Partie I

1. (a) Etudier les variations de la fonction f,.

(b) Préciser I’étude de la concavité de (C,) selon les valeurs de 7.
2. Montrer que la droite d’équation y = x est axe de symétrie commun a toutes les courbes (C,).

3. Construire dans R les courbes (C/3), (C1/2), (C1), (C2) et (C3) en précisant pour chaque courbe les coor-
données du point d’intersection I, de (C;) et de la droite d’équation y = x.

Partie I1

Pour tout nombre réel r strictement positif, on pose :

1
r/ﬂll—tWt
0

1. Justifier existence de F(r).

o

Montrer que l'aire du domaine limité par (C,) et les droites d’équations z = 0 et = 1, a pour valeur F(r).

3. (a) Etablir les inégalités suivantes :

1

— <F(r)<1 si 0<r<1
27 1
O<F(T)§2—T si r>1

(b) En déduire lim F(r) et lim F(r).

r—0 r—-+00

4. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Calculer F(n) a l’aide d’intégrations par parties.

(b) En développant (1—¢t)™ al’aide de la formule du bindme, en déduire la formule n ) (—1)"—"— = .
=0 n+k (2n)!
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5. On consideére I'équation (4z — 22)¢/(z) — (z + 2)p(x) = & ol ¢ est une fonction inconnue & déterminer, ¢’

désignant sa dérivée.
+o00

On recherche une solution particuliére sous la forme pg(x) = > a,z™ ou les coefficients a,, sont des nombres
n=0

réels.

On admettra que ¢g(z) existe si |x| reste inférieur & un certain réel positif R (qu’on ne cherchera pas a

déterminer) et que sa dérivée est pj(x) = > na,z" !, existant sous les mémes conditions.

(a) Etablir une relation de récurrence entre a, et a,_1 pour tout n entier naturel non nul.

(b) En déduire que pour n > 2, a, = F(n).



