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MATHÉMATIQUES 1ère ÉPREUVE

OPTION : GENERALE

EXERCICE 1

Soit f l�endomorphisme de R3; dont la matrice relativement à la base canonique B = (e1; e2; e3) de R3 est :

A =

0@ 3 2 �2
�1 0 1
1 �1 6

1A
1. Déterminer par la méthode du pivot les valeurs propres et les vecteurs propres de f:
f est-elle diagonalisable ?

2. Pour n 2 N; calculer An: Le résultat obtenu est-il valable pour n 2 Z ?

3. Soit g un endomorphisme de R3 tel que f � g = g � f: Montrer que les vecteurs propres de f sont aussi
vecteurs propres de g: En déduire, à l�aide de leurs matrices relativement à B; tous les endomorphismes g
de R3 tels que f � g = g � f:

4. A l�aide de la question précédente, déterminer tous les endomorphismes g de R3 tels que g � g = f:

EXERCICE 2

On dispose de deux urnes U et V: La première contient b boules blanches et n boules noires et la seconde contient
n boules blanches et b boules noires (b et n sont des entiers strictement positifs tels que b 6= n):

A)

On se propose d�e¤ectuer une succession de tirages au hasard et AVEC REMISE (dans la même urne) d�une boule
de l�une de ces deux urnes. On note Uk l�évènement " le ki�eme tirage a lieu dans l�urne U " et Bk " le ki�eme tirage
amène une boule blanche ".

1. Dans cette question, le premier tirage s�e¤ectue dans U et, à partir de ce moment, si à une certaine étape,
le tirage amène une boule blanche, alors le tirage suivant s�e¤ectue dans l�urne U, sinon le tirage s�e¤ectue
dans l�urne V.

(a) Pour k appartenant à N�; déterminer une relation entre la probabilité de l�évènement Bk+1 et la
probabilité de l�évènement Bk:

(b) Quelle est la limite lorsque k tend vers l�in�ni de la probabilité de l�évènement Bk ?

2. Dans cette question, le premier tirage s�e¤ectue encore dans U et si à un certain moment on obtient une
boule blanche, alors le tirage suivant s�e¤ectue dans la même urne, tandis que si l�on obtient une boule noire,
alors le tirage suivant s�e¤ectue dans l�autre urne.
Pour k appartenant à N�; déterminer la probabilité de l�évènement Bk:

3. Quelle est, à long terme, la meilleure de ces deux stratégies, si l�objectif est d�obtenir des boules blanches ?
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B)

Dans cette partie, on suppose b = 2 et on e¤ectue une succession de tirages SANS REMISE d�une boule de l�urne
U, jusqu�à obtenir les deux boules blanches. On note X (respectivement Y ) le rang aléatoire d�apparition de la
première (respectivement la seconde) boule blanche.

1. Pour k 2 N�; rappeler les valeurs de
kP
i=1
i;

kP
i=1
i2 et montrer que

kP
i=1
i3 =

k2(k + 1)2

4
:

2. Quelle est la loi de X ? Déterminer son espérance et sa variance.

3. Quelle est la loi de Y ? Déterminer son espérance.

4. X et Y sont-elles indépendantes ?

PROBLEME

PREMIERE PARTIE

1. Pour tout entier naturel non nul n; on dé�nit les fonctions

fn(x) = exp(
x2

n
)� 1� x

2

n
; gn(x) = exp(�

x2

n
)� 1 + x

2

n
:

(exp désignant la fonction exponentielle de base e; exp(u) se notant aussi eu):
Etudier les variations sur R de ces fonctions.

2. Pour tout entier naturel n; on pose Wn =
�=2R
0

jcosxjn dx:

(a) Montrer que pour n > 2; on a : (n� 1)Wn�2 = nWn: En déduire, selon la parité de n; la valeur de Wn:

(b) Montrer que nWnWn�1 ne dépend pas de la valeur de l�entier naturel non nul n:

(c) Montrer que pour n > 2; on a : 0 < Wn 6 Wn�1 6 Wn�2: En déduire la limite de
Wn�1
Wn

lorsque n

tend vers l�in�ni.

(d) Déduire de c) que Wn admet un équivalent de la forme
�p
n
; lorsque n tend vers l�in�ni, et préciser la

valeur de �:

3. Pour tout entier naturel non nul n; on pose :

In =

+1Z
0

�
1 +

x2

n

��n
dx et Jn =

p
nZ

0

�
1� x

2

n

�n
dx

(a) Justi�er la convergence de l�intégrale In:

(b) Montrer que Jn 6
p
nR
0

exp(�x2)dx 6
p
nR
0

�
1 +

x2

n

��n
dx 6 In:

(c) Transformer In à l�aide du changement de variable : x =
p
n tan(t) et Jn à l�aide du changement de

variable : x =
p
n sin(t): En déduire que les intégrales In et Jn ont une même limite lorsque n tend

vers l�in�ni.

4. En déduire la convergence et la valeur de l�intégrale :
+1R
0

exp(�x2)dx; puis de l�intégrale

K =

+1Z
�1

exp(�x
2

2
)dx:

2/3



DEUXIEME PARTIE

1. Pour x > 0; on pose �(x) =
+1R
0

tx�1e�tdt: Justi�er la convergence de cette intégrale.

Calculer �(1) et, à l�aide du résultat I)4), déterminer la valeur de �(
1

2
):

2. Montrer que l�on a : 8x > 0; �(x + 1) = x�(x): En déduire la valeur de �(
n

2
), en distinguant selon la

parité de l�entier naturel n:

3. (a) Soit f la fonction dé�nie sur R par : f(t) =
0 si t 6 0
1

�(x)
e�ttx�1 si t > 0

(x est ici un paramètre strictement positif)
Véri�er que f est une densité de probabilité.

(b) Soit X une variable aléatoire réelle admettant f pour densité. Montrer que X admet des moments de
tous ordres et déterminer ses moments non centrés.

4. On suppose que, pour tout nombre réel positif t; le nombre aléatoire de véhicules passant à un péage
d�autoroute entre les instants 0 et t, suit une loi de Poisson de paramètre t: Pour n 2 N�; on note Yn
l�instant aléatoire où passe le ni�eme véhicule (le comptage commençant à partir de l�instant 0):
Déterminer la fonction de répartition de Yn et en déduire la loi de Yn: Préciser espérance et variance de Yn:
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