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Soient a et b des nombres réels tels que a < b. On désigne par f une fonction continue sur [a, b] & valeurs réelles.

On suppose que, en tout point v de ]a, b, la fonction f admet une dérivée seconde f”(v).

b
Onposec:%.

PARTIE I
Soit I" le graphe de f.
1. On désigne par T la tangente & I' au point d’abscisse c.

(a) Donner une équation de T sous la forme : y = 7(x).
b

(b) Calculer I'intégrale : [ 7(z)dx
a
Dans la suite de la premiére partie, on suppose que, pour tout élément v de ]a,b[, f"(v) = 0.
2. Etudier la variation de la fonction numérique 1 définie sur [a, b] par la relation :
Y(z) = f(z) —7(x)
En déduire le signe de ¥(x).

3. Soit D la droite joignant les points de I' d’abscisses a et b.
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(a) Donner une équation de D sous la forme :
y = d(x)

(b) Etudier Ia variation de la fonction numérique 6 définie sur [a, b] par la relation :
0(x) = f(x) = 0(x)

En déduire le signe de 0(x).

b
(c) Calculer I'intégrale : J é(z)dz.

a

4. Comparer deux & deux les nombres réels :

b
b—a

1= [fwis  T=@-ase) K=" (@ 0)

a

En déduire 'encadrement : 1 <1In3 < = . (Le symbole In représente le logarithme néperien.)
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PARTIE II

1. Soient z un élément de [a, b] distinct de ¢ et ¢ la fonction numeérique définie sur [a, b] par la relation :
o(t) = f(t) = f(e) = (t— ) f'(c) = At — ¢)?,

ol A est le nombre réel déterminé par la relation ¢(x) = 0.
En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction ¢ et & sa dérivée, montrer qu’il existe un élément vy de

Ja, b[ tel que :
1
)\ — 1"
5/ (vo)
Retrouver ainsi le signe de ¢ (x), déja étudié dans le 2 de la premiére partie.

2. On suppose qu’il existe un nombre réel positif My tel que, pour tout élément v de |a, b[, | f”(v)| < Ma.

(a) Montrer que, pour tout élément z de [a, b],

@)~ 7€)~ (o= ) f (0)] < 22w~ )
b
(b) En déduire que : | [ f(z)dx — (b—a)f(c)| < %(b —a)3.

Examiner le cas o f est une fonction polynomiale de degré 2.

PARTIE III
b (b o a)2
1. Calculer le nombre : [ f(z)dx — (b—a)f(c) — 51 (f'(b) = f'(a)) lorsque :
(a) fz)=1
(b) f(z) ==
(c) fla)=a?
(d) f(z)=2®
Généraliser les résultats obtenus au cas ou f est une fonction polynomiale de degré < 3.
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Dans la suite du probléme, on désigne par w un nombre réel strictement positif et par g une fonction
numérique définie sur Uintervalle [—w, w].

On suppose que ¢ est impaire, c’est-a-dire que, pour tout élément ¢ de [—w,w], g(—t) = —g(¢). On suppose
en outre que g est cing fois dérivable sur [—w,w], et que sa dérivée cinquiéme g® est continue.

2. Soit u un élément de [—w,w].

(a) On considére les fonctions numériques « et 3 définies sur [—w, w| par les relations :

at u—t)*

) = 55

B(t) = alt)gW () — o' ()g" (1) + " (t)g"(t) — " ()g' (1) + D (D)g(t)

Calculer la dérivée de S.
En déduire la relation :

g(u) = ug'(0) + —

(b) Etablir de méme la relation :

(c) Soit N5 un nombre réel positif tel que, pour tout élément ¢ de [—w, w],
2

=o' (w)

g® ()] < Ns.

Montrer que :  |g(u) — ug'(0) —

Ns | ¢ 2(,,2 2
< | [(u—t)?(u? 4 2ut — t?)dt|.
24 |

u
Calculer Dintégrale : [ (u —t)%(u? + 2ut — t?)dt.
0

3. On suppose que la fonction f est quatre fois dérivable sur [a, b] et que sa dérivée quatriéme f (1) est continue.
Soit My un nombre réel positif tel que, pour tout élément x de [a, b], |f(4) (:10)‘ < My.
u
En posant t =z — c et g(u) = [ f(t + c)dt, déduire de la question précédente la majoration :
-1

(b— )
24

< My
9760

b
/f@Mx—w—aﬁ@%— (F' () - (@) (b—a)®

Retrouver ainsi les résultats du 1 de la troisiéme partie.



