ISC 1991 Option générale

EXERCICE 1

Py(x) =1, Pi(z)==x

Vr € R, (z —
Vk € [2,n] Prlz)= —7+—

. Montrer que (Py, P, .., P,,) est une base de E.

. Vérifier que pour z € Ret k € [1,n], on a: P/(x+1) = Py_1(x).
(P désignant la fonction dérivée de la fonction Py)

. Soit f l'application qui a tout élément P de FE associe la fonction ) définie sur R par :

Q(z) = P(x) - Pl(x +1)

(a) Montrer que f est un endomorphisme de E et préciser sa matrice A relativement a la base (P, Py, ...

(b) En déduire que f est un automorphisme de E.

(c) Déterminer AL
. On suppose dans cette question n = 3.
(a) Déterminer I'unique fonction polynéome P telle que :
VzeR, P(z)—Pz+1)=2a3
(b) Déterminer de méme l'unique fonction polynéme R telle que :

Vz € R, R(z)-2R'(z+1)+ R (z+2) =2

EXERCICE 2

k

veel, (uwov)®(z)= Z Ciu® ()0 (), ot O} = -

i=0 k=) (formule de Leibniz)

1. Pour n € N, =z €]0,1], on pose :

gon(x):1+:c+x2+~-+:1c”; f(z) =

On note E l'espace vectoriel réel formé de la fonction nulle et des fonctions polyndémes réelles de degré inférieur
ou égal a n, oll n est un entier naturel, fixé, avec n > 2.
On considére la famille (P, P, ..., P,) d’élément de E définie par :

On rappelle que si f est une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle I, la k™€ fonction dérivée de f se
note f(*), avec la convention : f(©) = f.
On rappelle d’autre part que si u et v sont deux fonctions k fois dérivables sur un intervalle I, alors le produit u.v
est une fonction k fois dérivable sur I avec :



(a) Dire pourquoi f est indéfiniment dérivable sur |0, 1] et déterminer les dérivées successives de f.
(b) Exprimer ¢, (z) — f(z) et en déduire : lirJrrl o, ().
n——r1roo
(c) Plus généralement, soit k fixé tel que 0 < k < n, a laide de la formule de Leibniz, donner une expression

de @1 (2) — ¥ ().
En déduire lim <<p${“) (z) — f) (:Jc)) et la formule :

n—-+oo
+o00 & k!
1 X — 1 . — 1 n—K _ .
Vo €01, ke NX, ;nm Joo (= kA e =

2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, dont la loi est définie par :

13()(:()):1—1]';A
—p
Vk € NX, P(X =k) = \pF

ol A et p sont deux nombres strictement positifs fixés tels que p < 1 et A < — — 1.
p
(a) Vérifier qu'il s’agit d’une loi de probabiliteé.
(b) Déterminer 'espérance et la variance de X.

3. On effectue un nombre aléatoire de lancers d’une piéce équilibrée, le nombre de lancers suivant la loi de X.
On note Y le nombre aléatoire de "Pile" obtenus.

(a) Pour k et i appartenant & N, calculer P(Y = k/X = i); (probabilité de I’événement Y = k sachant que
Iévénement X = i est réalisé).
En déduire la loi du couple (X,Y).

2pF N
(b) Montrer que pour k > 1, ona: P(Y =k) = W
PROBLEME
PARTIE 1

1. Montrer que pour tout réel z, il existe un unique entier relatif tel que 2n — 1 < z < 2n + 1;
Cet entier est noté n(z).

2. Soit alors f la fonction définie sur R par la relation :
Ve e R, f(z)=(z—2n(z)) (1= [z - 2n(z)])
(On a donc, par exemple : six €] —1,1], f(z) =z(1—|z]); siz€]l,3], f(z)=(x—-2)1-|z—-2]),..)

(a) Etudier brieévement la restriction de f a l'intervalle | — 1, 1].
(b) Vérifier que f est périodique de période 2. (C’est-a-dire, montrer que 'on a: Vo € R, f(z+2) = f(z))

(c) En déduire la représentation graphique de la restriction de f a Uintervalle | — 1, 5].

3. Montrer que f est continue a gauche et & droite en 1. En déduire que f est continue sur R.

4. Montrer que f est dérivable en 0 et en 1, préciser les valeurs de f/(0) et f'(1).
En déduire que f est dérivable sur R.



PARTIE 2
f(x)

1. Soit g la fonction définie sur R* par g(z) = ——= (f a été définie dans la premiére partie)
x

(a) Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 et que g est dérivable sur R*.

(b) g est ainsi prolongée, est-elle dérivable en 0 7

p+l
2. Pour p € N, on pose I, = [ g(z)du.
P

(a) Calculer Iy, I;.

1 1—
(b) Vérifier que 'on a : Vp e N*, [, = (=1)P [ udw.
0o T+p

1
¢) Montrer que 'on a : Vp € N*, || > ———
n
(d) Pourn € N, on pose J,, = > I.. Montrer que les suites extraites (Jaop, )nen €t (J2n+1)neN Sont monotones

k=0
et de sens contraires. En déduire la convergence de la suite (J,)pnen-
+00

(e) Montrer que l'intégrale [ g(z)dz est convergente.
0

+00
. En déduire la nature de la série ) |I,].
0

2

3. En remarquant que 2 —z = (x + p)(x —p — 1) + p(p + 1), calculer I, pour p € N.

FIN



