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Exercice 1
Préliminaire
Soit  
[image: image1.wmf]()

n

x

  une suite numérique qui vérifie, pour tout entier naturel  
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 , la relation : 
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Montrer que :  
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  et  
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  sont deux réels supérieurs ou égaux à 1.On étudie la suite numérique  
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  définie par :  
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Question 1

1) Montrer que, pour tout entier naturel  
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 ,  
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  est bien défini et vérifie :  
[image: image16.wmf]1

n

u

…

 .

2) Montrer que la seule limite possible de la suite  
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  est  
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3) Ecrire un programme en Turbo Pascal qui calcule et affiche la valeur de  
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  pour des valeurs de  
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  et  
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  réelles supérieures ou égales à  
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  et de  
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  entier supérieur ou égal à  
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 , entrées par l'utilisateur.

Question 2

On se propose d'établir la convergence de la suite  
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  par l'étude d'une suite auxiliaire  
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  définie, pour tout entier naturel  
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  par: 
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1) Montrer que si  
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2) Vérifier, pour tout entier  
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 :  
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 .En déduire que :  
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3) On note  
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  la suite définie par :  
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  et pour tout entier naturel  
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Montrer que, pour tout entier naturel  
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 ,  
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  et conclure quant à la convergence de la suite  
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Exercice 2
Toutes les matrices de cet exercice sont des éléments de l'ensemble  
[image: image42.wmf]E

  des matrices carrées d'ordre 2 à coefficients réels.On pose :  
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Question 1

On dit que la suite de matrices  
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  converge vers la matrice  
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  si  
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  sont des suites réelles de limite nulle.Justifier les résultats suivants:

1) Soit  
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  deux suites de matrices,  
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  un réel et  
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  une matrice:si  
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  convergent vers la matrice  
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2) Si  
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  avec  
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3) Si une matrice  
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  est diagonalisable, de valeurs propres  
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  et  
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  tels que  
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Question 2

Dans toute cette question,  
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  désigne un élément de  
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  tel que  
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 .On se propose de montrer qu'une telle matrice est diagonalisable.

1) Montrer que  
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  n'est pas élément de  
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2) Vérifier par le calcul que, pour tout élément  
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  de  
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  on a: 
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3) Montrer qu'il existe deux réels distincts  
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  et  
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  tels que: 
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4) On pose  
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  est inversible" conduit à une contradiction.Montrer de même que  
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  n'est pas inversible.

5) En déduire que  
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  est diagonalisable et qu'il existe une matrice  
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  de  
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  inversible telle que  
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Question 3

On note  
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  l'ouvert de  
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  l'application définie sur  
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1) Montrer que  
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  est strictement négative sur  
[image: image108.wmf]U

 .

2) Montrer (en rédigeant soigneusement) que  
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  admet un unique extremum sur  
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  et que celui-ci est un minimum dont on donnera la valeur.En déduire que, pour tout élément  
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Question 4

Soient  
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  et  
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  deux réels tels que  
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  défini précédemment.On pose  
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 On se propose de montrer que la suite de matrices  
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1) Calculer  
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 Vérifier que les résultats de la question 2 s'appliquent pour  
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  admet deux valeurs propres distinctes  
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2) Exprimer  
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 .Pourquoi peut on affirmer que la suite  
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Exercice 3

On modélise la durée de fonctionnement d'un appareil par une variable aléatoire réelle  
[image: image134.wmf]T

  définie sur un certain espace probabilisé  
[image: image135.wmf](,,)

P

W

A

  admettant une densité  
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 .On note  
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  sa fonction de répartition et on suppose que  
[image: image138.wmf]F

  vérifie les propriétés:
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  
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  est de classe  
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Sous une hypothèse introduite dans la question 2, on se propose d'expliciter  
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  et  
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 , puis de calculer l'espérance  
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Question 1

On rappelle que l'intégrale généralisée  
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  un réel strictement positif; si  
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1) A l'aide d'un changement de variable, exprimer, pour tout élément  
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2) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que, pour tout élément  
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3) En déduire que l'intégrale généralisée  
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[image: image162.wmf]3

4

ap

 .

Question 2

1) Montrer que, pour tout élément  
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  de  
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2) Soient  
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  (c'est une probabilité conditionnelle). 
[image: image171.wmf]0

(,)

qtt

  est le taux d'arrêt de fonctionnement entre les instants  
[image: image172.wmf]0

t

  et  
[image: image173.wmf]t

 .On définit ensuite, sous réserve d'existence, le taux d'arrêt de fonctionnement instantané en  
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3) Exprimer  
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 Dans la suite de l'énoncé, on fait l'hypothèse suivante:il existe un réel  
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4) Montrer que, pour tout élément  
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5) Soit  
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  un élément de  
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6) Montrer que  
[image: image195.wmf]()

ET

  existe et donner sa valeur en fonction de  
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