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EXERCICE 1

On considère l'espace vectoriel euclidien  
[image: image1.jpg]R



  muni de son produit scalaire canonique et on note  
[image: image2.jpg]B = (ij.k)



  la base canonique de  
[image: image3.jpg]R



 .

Pour tout  
[image: image4.jpg](x.y) € B3 x R3



  on a donc : 


[image: image5.jpg]<rye AT




où  
[image: image6.jpg]


  et  
[image: image7.jpg]


  désignent les matrices colonnes des coordonnées de  
[image: image8.jpg]


  et  
[image: image9.jpg]


  dans la base  
[image: image10.jpg]


 .Si  
[image: image11.jpg]


  est un sous-espace vectoriel de  
[image: image12.jpg]R



 ,  
[image: image13.jpg]mL



  désigne le supplémentaire orthogonal de  
[image: image14.jpg]


  dans  
[image: image15.jpg]R



 On note  
[image: image16.jpg]LR



  l'ensemble des endomorphismes de  
[image: image17.jpg]R



  et  
[image: image18.jpg]Id



  l'application identité de  
[image: image19.jpg]R



 .Pour  
[image: image20.jpg]


  endomorphisme de  
[image: image21.jpg]R



 , de matrice  
[image: image22.jpg]


  dans la base canonique, on note  
[image: image23.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image24.jpg]R



  dont la matrice dans la base canonique est  
[image: image25.jpg]


 .

Partie I : Quelques propriétés de  
[image: image26.jpg]


 .

Dans cette question  
[image: image27.jpg]


  est un endomorphisme de  
[image: image28.jpg]R



 .

1) Montrer que : 


[image: image29.jpg]Yxy) € @, <Ax)y >=< 5/ 0) >




2) Montrer que  
[image: image30.jpg]


  est le seul endomorphisme  
[image: image31.jpg]


  de  
[image: image32.jpg]R



  vérifiant 


[image: image33.jpg]V(xy) € @P, < Ax)y >=<x.g0) >




3) Soit  
[image: image34.jpg]


  un sous espace vectoriel de  
[image: image35.jpg]R



  stable par  
[image: image36.jpg]


  (c'est-à-dire tel que  
[image: image37.jpg]AF)c F



 ).

a) Pour  
[image: image38.jpg]ek



  et  
[image: image39.jpg]y e Ft



 , calculer  
[image: image40.jpg]< X 00 >



 .

b) En déduire que  
[image: image41.jpg]mL



  est stable par  
[image: image42.jpg]


 .

Partie II : Réduction des matrices d'un ensemble  
[image: image43.jpg]


 .

On désigne par  
[image: image44.jpg]


  l'ensemble des endomorphismes  
[image: image45.jpg]fu



  de  
[image: image46.jpg]R



  dont la matrice dans la base  
[image: image47.jpg]


  est de la forme 


[image: image48.jpg]abec
cab

bea




où  
[image: image49.jpg]= (abec) e R3



 .

1) Montrer que  
[image: image50.jpg]


  est un sous espace vectoriel de  
[image: image51.jpg]LR



 .

2) Montrer que pour tout  
[image: image52.jpg]e R3



 ,  
[image: image53.jpg]


  appartient à  
[image: image54.jpg]


 .

3) On note  
[image: image55.jpg]e = %(H»_/i»k), er=-LG-j), es= ﬁ(x+/72k)

2



  et  
[image: image56.jpg]


  la droite de vecteur directeur  
[image: image57.jpg]1



 .

a) Montrer que  
[image: image58.jpg]1



  est un vecteur propre commun aux éléments  
[image: image59.jpg]fu



  de  
[image: image60.jpg]


 .

b) En déduire que, pour tout  
[image: image61.jpg]e R3



 ,  
[image: image62.jpg]


  est stable par  
[image: image63.jpg]fu



 .

c) Déduire des questions précédentes que, pour tout  
[image: image64.jpg]e R3



 ,  
[image: image65.jpg]


  est stable par  
[image: image66.jpg]fu



 .

d) Déterminer une équation de  
[image: image67.jpg]


 .

e) Montrer que  
[image: image68.jpg](2.23)



  est une base orthonormale de  
[image: image69.jpg]


  et que  
[image: image70.jpg]


  est une base orthonormale de  
[image: image71.jpg]R



 .

f) Justifier alors que la matrice de  
[image: image72.jpg]fu



  dans la base  
[image: image73.jpg]


  est de la forme 


[image: image74.jpg]Nu=

200

0fe
0kt




où  
[image: image75.jpg]


 ,  
[image: image76.jpg]


 ,  
[image: image77.jpg]


 ,  
[image: image78.jpg]


 ,  
[image: image79.jpg]


  sont des réels.

EXERCICE 2

On considère la fonction  
[image: image80.jpg]


  des deux variables réelles  
[image: image81.jpg]


 ,  
[image: image82.jpg]


 , définie par : 


[image: image83.jpg]



1) Etude de  
[image: image84.jpg]


 .

a) Justifier que  
[image: image85.jpg]


  est de classe  
[image: image86.jpg]c2?



  sur  
[image: image87.jpg][0, +03[X[0, +00[



 .

b) Pour  
[image: image88.jpg](x,£) € [0,+03[x[0, +0o[



 , calculer 


[image: image89.jpg]Eed
%(x,t) o 5w




c) Montrer que pour  
[image: image90.jpg](x,£) € [0,+03[x[0, +0o[



 , 


[image: image91.jpg]el
o5 (x,0)





2) Montrer que pour tout réel  
[image: image92.jpg]


  strictement positif, l'intégrale 


[image: image93.jpg][t




est convergente.En déduire que pour tout réel  
[image: image94.jpg]


  positif, les intégrales suivantes sont convergentes : 


[image: image95.jpg]Jervma et |

o il





3) On considère la fonction  
[image: image96.jpg]


  définie sur  
[image: image97.jpg][0, +0o[



  par 


[image: image98.jpg]~ T+ azde




a) Sans chercher à calculer la dérivée de  
[image: image99.jpg]


 , montrer que  
[image: image100.jpg]


  est croissante sur  
[image: image101.jpg][0, +0o[



 .

b) Soit  
[image: image102.jpg]%o € [0, 409



 .Montrer que pour  
[image: image103.jpg](x,£) € [0,+03[x[0, +0o[



 , 


[image: image104.jpg][t ftx0,0) 5= ) Z 00| < 5.




c) En déduire que pour  
[image: image105.jpg]%o € [0, 409



 , 


[image: image106.jpg])00~ (xx0) | Lz, 0| < L0 ey

o o




d) Montrer que  
[image: image107.jpg]


  est dérivable sur  
[image: image108.jpg][0, +0o[



  et que  
[image: image109.jpg]


  est définie par 


[image: image110.jpg]g = | %(x,t)dt
o




Retrouver le sens de variations de  
[image: image111.jpg]


 .

PROBLEME

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d'une pièce donnant Pile avec la probabilité  
[image: image112.jpg]p €]0,1[



  et Face avec la probabilité  
[image: image113.jpg]


 .On va s'intéresser dans ce problème aux successions de lancers amenant un même côté.On dit que la première série est de longueur  
[image: image114.jpg]nz 1



  si les  
[image: image115.jpg]


  premiers lancers ont amené le même côté de la pièce et le  
[image: image116.jpg](n+ 1)



 -ième l'autre côté.De même la deuxième série commence au lancer suivant la fin de la première série et se termine (si elle se termine) au lancer précédant un changement de côté.On définit de même les séries suivantes. 
[image: image117.jpg]


  désigne l'ensemble des successions infinies de Pile ou Face.Pour  
[image: image118.jpg]


 , on note  
[image: image119.jpg]


  l'événement « le  
[image: image120.jpg]


 -ième lancer amène Pile » et  
[image: image121.jpg]


  l'événement contraire. Les trois parties sont indépendantes.

Partie I : Etude des longueurs de séries.

1) On note  
[image: image122.jpg]


  la longueur de la première série.Exprimer l'événement  
[image: image123.jpg]


  à l'aide des événements  
[image: image124.jpg]


  et  
[image: image125.jpg]


  pour  
[image: image126.jpg]


  entier naturel variant entre  
[image: image127.jpg]


  et  
[image: image128.jpg]nt 1



 .En déduire que 


[image: image129.jpg]PLyi=n)=p"4+q"p




Vérifier que 


[image: image130.jpg]



2) On note  
[image: image131.jpg]


  la longueur de la deuxième série.

a) Exprimer l'événement  
[image: image132.jpg](L =n)N(Ly =k)



  à l'aide des événements  
[image: image133.jpg]


  et  
[image: image134.jpg]


  pour  
[image: image135.jpg]


  entier naturel variant entre  
[image: image136.jpg]


  et  
[image: image137.jpg]ntk+1



  puis calculer la probabilité de l'événement  
[image: image138.jpg](L =n)N(Ly =k)



 .

b) En déduire que, pour  
[image: image139.jpg]ke Nx



 , 


[image: image140.jpg]Pz = &) = g™ + g%t




On admet que 


[image: image141.jpg]S PRI =k =1
E




c) Montrer que la variable aléatoire  
[image: image142.jpg]


  admet une espérance égale à  
[image: image143.jpg]


 .

Partie II : Etude du nombre de séries lors des  
[image: image144.jpg]


  premiers lancers.

On considère dans toute cette partie que la pièce est équilibrée, c'est-à-dire que  
[image: image145.jpg]


 .On note  
[image: image146.jpg]


  le nombre de séries lors des  
[image: image147.jpg]


  premiers lancers :

 La première série est donc de longueur  
[image: image148.jpg]k< n



  si les  
[image: image149.jpg]


  premiers lancers ont amené le même côté de la pièce et le  
[image: image150.jpg]e+ 1)



 -ième l'autre côté et de longueur  
[image: image151.jpg]


  si les  
[image: image152.jpg]


  premiers lancers ont amené le même côté de la pièce ;

 La dernière série se termine nécessairement au  
[image: image153.jpg]


 -ième lancer.

Par exemple, si les lancers successifs donnent : FFPPPPFFPPP(F désignant Face et P Pile), on a pour une telle succession  
[image: image154.jpg]wel



 , 


[image: image155.jpg]M) = Mao(w) = 1, Ma(w) = -+ = Ne(w) = 2





[image: image156.jpg]Na(w) = Ng(w) = 3, Mo(w) =+ = Nn(w) = 4




les données précédentes ne permettant évidemment pas de déterminer  
[image: image157.jpg]Nip(w)



 .On admettra que  
[image: image158.jpg]


  est une variable aléatoire sur  
[image: image159.jpg](©,A,P)



 .

1) Déterminer les lois de  
[image: image160.jpg]


 ,  
[image: image161.jpg]


  et  
[image: image162.jpg]


  et donner leurs espérances.

2) Dans le cas général où  
[image: image163.jpg]


 , déterminer  
[image: image164.jpg]NL(Q)



  (ensemble des valeurs prises par  
[image: image165.jpg]


 ) puis calculer les valeurs de  
[image: image166.jpg]PN, =1)



  et  
[image: image167.jpg]P(N, = »)



 .

Simulation informatique.Pour  
[image: image168.jpg]ke Nx



 , on note  
[image: image169.jpg]


  la variable aléatoire qui vaut  
[image: image170.jpg]


  lorsque le  
[image: image171.jpg]


 -ième lancer amène Pile et  
[image: image172.jpg]


  sinon. On rappelle qu'en langage Pascal, la fonction random(2) simule une variable aléatoire de loi uniforme sur  
[image: image173.jpg]


  (soit une loi de Bernoulli de paramètre  
[image: image174.jpg]112



 ). Compléter le programme informatique suivant pour que,  
[image: image175.jpg]


  étant une valeur entière, inférieure à  
[image: image176.jpg]100



 , entrée par l'utilisateur, il simule les  
[image: image177.jpg]


  variables aléatoires  
[image: image178.jpg]


  (dont les valeurs seront placées dans le tableau X) et détermine les valeurs de  
[image: image179.jpg]


  (qui seront stockées dans le tableau N). 

3) program simulation; const nmax=100; type suite= array[l..nmax]of integer; var X, N: suite;     m: integer; begin   readln(m);   randomize;   X[1]:=; N[1]:=;   for i: =2 to m do begin     X[i]:=          end end. 
4) Fonctions génératrices de  
[image: image180.jpg]


 On pose, pour  
[image: image181.jpg]


  et pour  
[image: image182.jpg]s €[0,1]



 , 


[image: image183.jpg]Gals) = 3 P = k)
=




a) Pour  
[image: image184.jpg]s €[0,1]



 , comparer l'espérance de la variable aléatoire  
[image: image185.jpg]


  avec  
[image: image186.jpg]Gls)



 .

b) Que représente  
[image: image187.jpg]Go(1)



  ?

c) Montrer que pour tout  
[image: image188.jpg]nz2



  et tout  
[image: image189.jpg]kel




  on a 


[image: image190.jpg]B = BN Pa) = LB = 0 Prt) + LAt = k= DN Fr)




On admet que l'on obtiendrait de même 


[image: image191.jpg]By = N Fn) = LR = 0 Frt) + LAt = k= DN Pr)




Montrer alors que


[image: image192.jpg]PNy = k) = %P(NM -+ %P(NH —k-1)




d) Soit  
[image: image193.jpg]nz2



 . Montrer que 


[image: image194.jpg]Gal®) = 152G (0)




Calculer  
[image: image195.jpg]Gh(s)



  et en déduire que 


[image: image196.jpg]Guls) = (lgs)""s





e) Déterminer le nombre moyen de séries dans les  
[image: image197.jpg]


  premiers lancers.

Partie III : Probabilité d'avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.

1) Montrer que pour tout réel  
[image: image198.jpg]


  on a 


[image: image199.jpg]e




2) On considère dans cette question une suite  
[image: image200.jpg](A ien



  d'événements indépendants. On suppose que la série de terme général  
[image: image201.jpg]P(A)



  diverge. Soit  
[image: image202.jpg]ke Nx



  fixé. Pour  
[image: image203.jpg]nzk



 , on note 


[image: image204.jpg]



a) Justifier que 


[image: image205.jpg]



b) Montrer que 


[image: image206.jpg]P(Cn) = lfll[P(X,)

ik




puis, en utilisant III.1, que 


[image: image207.jpg]P(Ca) 3 1-expl(= D PIA))
=




En déduire que 


[image: image208.jpg]Jim P(Cw) = 1




c) Comparer pour l'inclusion les événements  
[image: image209.jpg]


  et  
[image: image210.jpg]


 . Que peut-on en déduire pour 


[image: image211.jpg]k]

P(U cy?




d) Justifier que 


[image: image212.jpg]k]

3

Ct

iC




et en déduire que 


[image: image213.jpg]



3) En considérant les événements  
[image: image214.jpg]


  « on obtient Pile au  
[image: image215.jpg](2n)



 -ième et au  
[image: image216.jpg](2n+ 1)



 -ième lancers», montrer que la probabilité d'avoir deux Pile consécutifs, après n'importe quel lancer, vaut  
[image: image217.jpg]


 .
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