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CONCOURS D'ADMISSION

Option générale
MATHEMATIQUES II
Année 1992

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'épreuve un candidat repère ce qui lui semble une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
Dans tout le problème, on désigne par  
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  un nombre entier naturel non nul.

PARTIE 1

On se propose dans cette partie de calculer pour tout entier  
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Soient  
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  l'espace vectoriel des fonctions polynômes à coefficients réels et  
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  la suite de fonctions polynômes définie par  
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On considère l'application  
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  de  
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  dans lui-même associant à la fonction polynôme  
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  la fonction polynôme  
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  définie par :
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1) Prouver que  
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  est un endomorphisme de  
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 , puis déterminer son noyau.

2) Soient  
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 ,  
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  des entiers naturels. On rappelle que  
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  désigne par convention l'application identité de  
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3) Prouver que  
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  est une base du sous-espace vectoriel de  
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  constitué des fonctions polynômes de degré inférieur ou égal à  
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 , et établir la formule suivante pour toute fonction polynôme  
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  de degré inférieur ou égal à  
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4) En déduire que  
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  est surjectif, puis, pour toute fonction polynôme  
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  de degré  
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 , établir l'existence d'une unique fonction polynôme  
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 , de degré  
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5) On note  
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  la fonction polynôme telle que 
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Exprimer  
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  à l'aide de  
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PARTIE 2

On établit dans cette partie quelques résultats probabilistes.

1) On considère un entier naturel  
[image: image47.wmf]p

  et une variable aléatoire  
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  à valeurs dans l'ensemble  
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 . On lui associe la fonction suivante, dite fonction génératrice de  
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Déterminer la fonction génératrice de  
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  lorsque :

a)  
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  suit une loi de Bernoulli de paramètre  
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  ( 
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  réel appartenant à  
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b)  
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  suit une loi binomiale de paramètres n et  
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  ( 
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  réel appartenant à  
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2) On considère désormais des entiers naturels  
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a) Etablir que la fonction génératrice de  
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b) Exprimer la fonction génératrice de  
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  à l'aide des fonctions génératrices de  
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c) Retrouver le résultat obtenu en  en utilisant le résultat obtenu en .

3) .On suppose de plus que, pour tout entier k tel que  
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a) Calculer l'espérance et la variance des variables aléatoires  
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 On convient de noter la fonction génératrice  
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  sous la forme suivante : 
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b) En exprimant  
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c) Montrer que les coefficients  
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  sont entiers naturels et calculer leur somme pour  
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PARTIE 3

On considère un tableau  
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  dans lequel toutes les variables sont de type entier et où les  
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  entiers  
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  sont affectés dans un ordre quelconque aux n variables  
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 .L'objet de cette partie est l'étude de la complexité de l'algorithme de tri suivant, visant à ranger dans l'ordre croissant les éléments de ce tableau  
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  :

BEGIN
FOR k :=1 TO n-1 DO
        FOR j :=1 TO n-k DO
                  IF s[j] > s[j+1] then Echanger(s[j],s[j+1]);
END;
(La procédure Echanger(x,y) permute les valeurs des variables x et y).
1) On suppose dans cette question que  
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  après chaque appel de la procédure Echanger lorsque l'on affecte initialement à ( 
[image: image106.wmf][1],

s

   
[image: image107.wmf][2],

s

   
[image: image108.wmf][3]

s

 ) les six valeurs suivantes :


[image: image109.wmf](1,2,3);(2,3,1);(3,1,2);(1,3,2);(3,2,1);

(2,1,3).


On précisera à chaque fois le nombre total d'appels de la procédure Echanger. (On présentera les résultats obtenus dans six tableaux distincts).
a) Déterminer la valeur contenue dans  
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  à l'issue du passage dans la boucle suivante :

FOR j :=1 TO n-1 DO
        IF s[j] > s[j+1] then Echanger(s[j],s[j+1])
b) En déduire la valeur contenue en fin d'algorithme dans  
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c) Exprimer en fonction de  
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  le nombre de comparaisons d'entiers (>) effectuées au cours de l'algorithme.

d) Exprimer en fonction de n les nombres maximal et minimal d'appels de la procédure Echanger au cours de l'algorithme. On explicitera des tableaux  
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  pour lesquels ces maximum et minimum sont effectivement atteints.Dans la suite, on associe au tableau s et à tout entier k tel que  
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i) le nombre  
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ii) la somme  
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On dit que  
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  est le nombre des inversions du tableau  
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 , autrement dit le nombre des couples d'entiers  
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e) Lorsque  
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 , indiquer l'effet de l'échange des valeurs de  
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  . En déduire le nombre d'appels de la procédure Echanger lors du tri de  
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f) On suppose dans cette question que  
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  les six valeurs : 

g) 
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h) On suppose que n a été définie en constante, que le type tableau est défini comme ARRAY [1..n] OF INTEGER. Rédiger une procédure en Turbo-Pascal qui calcule les valeurs des  
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On suppose dans la suite que les différentes façons d'affecter les  
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  entiers  
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j)  
[image: image145.wmf]n

W

  l'ensemble des  
[image: image146.wmf]n

 -uplets  
[image: image147.wmf]12

(,,...,)

n

uuu

  d'entiers tels que  
[image: image148.wmf]0

k

uk

<

„

  pour tout entier  
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On considère  
[image: image151.wmf]12

,,...,

n

UUU

  comme des variables aléatoires sur l'ensemble  
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k) Vérifier que l'application associant à tout tableau  
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l) Soit s un tableau de  
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 .Déterminer  
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 .Expliquer de même comment l'on peut obtenir les valeurs de  
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m) Montrer que l'application  
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n) Déterminer la probabilité  
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o) déterminer la probabilité  
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  pour tout entier  
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  donnés. En déduire la loi de  
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  et l'indépendance des  
[image: image190.wmf]n

  variables aléatoires  
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p) En déduire en fonction de  
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  l'espérance et la variance du nombre d'appels de la procédure Echanger au cours de l'algorithme, et donner des équivalents simples de ces expressions lorsque  
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  tend vers l'infini.
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