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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'épreuve un candidat repère ce qui lui semble une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
On considère dans ce problème une fonction  
[image: image1.wmf]f

  à valeurs réelles définie sur  
[image: image2.wmf][2,1]
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  et l'on se propose de la prolonger en une fonction  
[image: image3.wmf]F

  à valeurs réelles de classe  
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 , et vérifiant la relation  
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  pour  
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 .Dans la partie 1, on étudie une suite utilisée dans la partie 2. On prolonge alors  
[image: image7.wmf]f

  en une fonction  
[image: image8.wmf]F

  vérifiant la relation précédente sur  
[image: image9.wmf][1,0]
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 , puis sur  
[image: image10.wmf][1,2]
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 , ce qui fait respectivement l'objet des parties 2 et 3.

Les parties 2 et 3 sont indépendantes.
Partie 1

1) On considère dans cette question la fonction  
[image: image11.wmf]y

  définie sur  
[image: image12.wmf]R

  par  
[image: image13.wmf]2
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a) Etudier les variations et représenter graphiquement cette fonction  
[image: image14.wmf]y

 .

b) Etablir, à l'aide d'un théorème dont on citera précisément l'énoncé, que  
[image: image15.wmf]y

  induit une bijection de  
[image: image16.wmf]],0]
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  sur  
[image: image17.wmf]],0]
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c) Etudier les variations et représenter graphiquement (sur la figure précédente) la bijection réciproque.

2) On considère la suite  
[image: image18.wmf]()
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  de premier terme  
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  et définie pour  
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  par: 
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(on donne ainsi un procédé permettant de définir  
[image: image22.wmf]n

x

  en fonction de  
[image: image23.wmf]1
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 )

a) Déterminer  
[image: image24.wmf]1
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  et  
[image: image25.wmf]2
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 , puis montrer que, pour tout nombre entier naturel  
[image: image26.wmf]n

 , le nombre réel  
[image: image27.wmf]n
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  est bien défini, de façon unique, à partir de  
[image: image28.wmf]1
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 .

b) Etudier le sens de variation et la convergence de la suite  
[image: image29.wmf]()

n

x

 , puis montrer que  
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  converge vers  
[image: image31.wmf]0

 .

c) On pose pour tout nombre entier naturel  
[image: image32.wmf]n

  : 
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i) Prouver la convergence de la série  
[image: image34.wmf]n
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 , et déterminer sa somme.

ii) Prouver la convergence de la série  
[image: image35.wmf]n
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 , et donner un majorant de sa somme.

iii) Prouver la convergence de la suite  
[image: image36.wmf]()
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w

 , et montrer que  
[image: image37.wmf]2lim()9
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 .

Dans la suite, on considère une fonction  
[image: image38.wmf]f

  à valeurs réelles positives, de classe  
[image: image39.wmf]1
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  sur le segment  
[image: image40.wmf][2,1]
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  et vérifiant la relation  
[image: image41.wmf](1)(2)
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Partie 2

On étudie dans cette partie le problème P0 suivant :Etudier l'existence et l'unicité d'une fonction  
[image: image42.wmf]:[2,0]
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  vérifiant les 3 hypothèses : 
[image: image43.wmf]1

H

 :  
[image: image44.wmf]F

  est de classe  
[image: image45.wmf]1
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  sur  
[image: image46.wmf][2,0]
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 . 
[image: image47.wmf]2
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 :  
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  pour tout nombre  
[image: image49.wmf]x

  appartenant à  
[image: image50.wmf][2,1]
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  ( 
[image: image51.wmf]f

  est "prolongée" par  
[image: image52.wmf]F

 ). 
[image: image53.wmf]3
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 :  
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  pour tout nombre  
[image: image55.wmf]x

  appartenant à  
[image: image56.wmf][1,0]
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 .

1) On suppose qu'il existe une fonction  
[image: image57.wmf]F

  vérifiant les trois hypothèses précédentes.

a) Si  
[image: image58.wmf]t

  est un réel appartenant à  
[image: image59.wmf]1
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 , établir que  
[image: image60.wmf]2
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  appartient à  
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b) Etablir que si  
[image: image62.wmf]x

  désigne un nombre réel appartenant à  
[image: image63.wmf]12
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c) Etablir pour  
[image: image65.wmf]2
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  que si  
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  désigne un nombre réel appartenant à  
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En déduire que la connaissance de  
[image: image69.wmf]F

  sur  
[image: image70.wmf]1
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  détermine  
[image: image71.wmf]F

  sur  
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[,]

nn

xx

+

 .

d) Quelle est la réunion  
[image: image73.wmf]I

  des intervalles  
[image: image74.wmf]1
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  pour  
[image: image75.wmf]0
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  ? En déduire que, s'il existe une solution  
[image: image76.wmf]F

  au problème P0, celle-ci est unique.

2) On construit sur  
[image: image77.wmf]I

  une fonction  
[image: image78.wmf]F

  de la façon suivante: la fonction  
[image: image79.wmf]F

  est égale à  
[image: image80.wmf]f

  sur  
[image: image81.wmf][2,1]
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  puis, la supposant ensuite connue sur  
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 , on pose pour tout nombre réel  
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  appartenant à  
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a) Montrer, pour tout nombre entier naturel  
[image: image87.wmf]n

 , que la fonction  
[image: image88.wmf]F

  est de classe  
[image: image89.wmf]1
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  sur  
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[,]

nn

xx

+

  et préciser  
[image: image91.wmf]()
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  en fonction de  
[image: image92.wmf]F

  et de  
[image: image93.wmf]x

 . Préciser les dérivées à droite et à gauche de  
[image: image94.wmf]F

  en  
[image: image95.wmf]1
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 , puis, de façon générale, en  
[image: image96.wmf]n
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 .En déduire que la fonction  
[image: image97.wmf]F

  est de classe  
[image: image98.wmf]1
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  sur  
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b) Etudier le sens de variation de  
[image: image100.wmf]F

  sur  
[image: image101.wmf]12
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 , puis montrer que  
[image: image102.wmf]F

  est croissante sur  
[image: image103.wmf][1,0[
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c) On note  
[image: image104.wmf]M

  le maximum de la fonction positive  
[image: image105.wmf]f

  sur  
[image: image106.wmf][2,1]
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 .Etablir, pour tout nombre réel  
[image: image107.wmf]x

  appartenant à  
[image: image108.wmf]1
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[image: image109.wmf]0()

2

n

w

FxM

„„

 .En déduire que la fonction  
[image: image110.wmf]F

  est majorée sur l'intervalle  
[image: image111.wmf][2,0[
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d) Etablir que  
[image: image112.wmf]()
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  admet une limite  
[image: image113.wmf]L

  quand  
[image: image114.wmf]x

  tend vers  
[image: image115.wmf]0

 . On pose alors  
[image: image116.wmf](0)
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 .Prouver, à l'aide d'un théorème dont on citera précisément l'énoncé, que  
[image: image117.wmf]F

  est de classe  
[image: image118.wmf]1
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  sur  
[image: image119.wmf][2,0]
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  (on précisera  
[image: image120.wmf](0)
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 ), puis que  
[image: image121.wmf]F

  est solution du problème P0

e) Déterminer le signe de  
[image: image122.wmf](0)
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 .

f) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur  
[image: image123.wmf]f

  le nombre  
[image: image124.wmf]L

  est-il nul ?

Partie 3

On étudie dans cette partie le problème P1 suivant :Etudier l'existence et l'unicité d'une fonction  
[image: image125.wmf]:[2,1]
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  vérifiant les 3 hypothèses :H1:  
[image: image126.wmf]F

  est de classe  
[image: image127.wmf]1
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  sur  
[image: image128.wmf][2,1]
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 .H2:  
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  pour tout nombre  
[image: image130.wmf]x

  appartenant à  
[image: image131.wmf][2,1]
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  ( 
[image: image132.wmf]f

  est "prolongée" par  
[image: image133.wmf]F

 ).H3:  
[image: image134.wmf]2
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  pour tout nombre  
[image: image135.wmf]x

  appartenant à  
[image: image136.wmf][1,1]
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 .On introduit à cet effet les notations suivantes :

  
[image: image137.wmf]E

  désigne l'ensemble des fonctions réelles  
[image: image138.wmf]g

  de classe  
[image: image139.wmf]1
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  sur  
[image: image140.wmf][0,1]

  et telles que, pour tout nombre réel  
[image: image141.wmf]x

  appartenant à  
[image: image142.wmf][0,1]

 , on ait  
[image: image143.wmf]2
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  
[image: image144.wmf]F

  désigne l'application associant à tout élément  
[image: image145.wmf]g

  de  
[image: image146.wmf]E

  le nombre réel  
[image: image147.wmf](0)
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 .

a) Prouver que  
[image: image148.wmf]E

  est un espace vectoriel, et que l'application  
[image: image149.wmf]F

  est linéaire sur  
[image: image150.wmf]E

 .

b) Soit  
[image: image151.wmf]g

  un élément du noyau de  
[image: image152.wmf]F

  et  
[image: image153.wmf]M

  le maximum de la fonction  
[image: image154.wmf]g

  sur  
[image: image155.wmf]1
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i) Etablir, à l'aide de l'inégalité des accroissements finis, que, pour tout nombre réel  
[image: image156.wmf]x

  appartenant à  
[image: image157.wmf][0,1]

 , on a  
[image: image158.wmf]()
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ii) En déduire que  
[image: image159.wmf]0
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 , puis que  
[image: image160.wmf]g

  est la fonction nulle sur  
[image: image161.wmf][0,1]

 . Conclure.

2) On définit une suite de fonctions  
[image: image162.wmf]()
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  de  
[image: image163.wmf][0,1]

  dans  
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  en posant  
[image: image165.wmf]0
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[image: image166.wmf]1
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  et tout nombre réel  
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  appartenant à  
[image: image168.wmf][0,1]

  : 
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a) Calculer  
[image: image170.wmf]1
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  et  
[image: image171.wmf]2
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b) Etablir que  
[image: image172.wmf]n
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  est une fonction polynôme. Notant  
[image: image173.wmf]n

d

  son degré, on exprimera  
[image: image174.wmf]1
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  en fonction de  
[image: image175.wmf]n
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 , puis l'on en déduira  
[image: image176.wmf]n
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  en fonction de  
[image: image177.wmf]n

 .

c) Etant donné un nombre réel  
[image: image178.wmf]x

  appartenant à  
[image: image179.wmf][0,1]

 , établir par récurrence sur  
[image: image180.wmf]n

  la double inégalité suivante: 
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d) En déduire, pour tout nombre réel  
[image: image182.wmf]x

  appartenant à  
[image: image183.wmf][0,1]

 , que la suite  
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  est croissante, majorée par  
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 , donc convergente vers une limite que l'on conviendra de noter  
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  (et  
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  réalise donc une application de  
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  dans  
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e) Etablir, pour tout couple  
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  de nombres entiers naturels et tout nombre réel  
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  appartenant à  
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 : 
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En déduire, pour tout nombre entier naturel  
[image: image194.wmf]n

  et tout nombre réel  
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  tel que  
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f) Etablir l'inégalité suivante pour tout couple  
[image: image198.wmf](,)
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  de nombres réels tels que  
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  et  
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  appartiennent à  
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En déduire, par un choix convenable de  
[image: image203.wmf]n

  puis de  
[image: image204.wmf]h

 , que  
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  peut être rendu inférieur à tout nombre  
[image: image206.wmf]0
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  donné à l'avance.En déduire enfin que  
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  est continue en tout  
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  appartenant à  
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 , et donc sur  
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g) Prouver, pour  
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 , que la limite de l'expression suivante est nulle: 
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En revenant à la définition de la suite  
[image: image213.wmf]()
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 , en déduire que: 
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h) Prouver enfin que  
[image: image215.wmf]g

  est un élément de  
[image: image216.wmf]E

  tel que  
[image: image217.wmf]()1
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i) Déduire des questions précédentes que l'application  
[image: image218.wmf]F

  est bijective, et donner la dimension de l'espace vectoriel  
[image: image219.wmf]E

 .

j) Déduire des résultats des parties 2 et 3 qu'il existe une et une seule fonction  
[image: image220.wmf]F

  solution du problème P1.

3) On étudie enfin le problème P2 suivant :Etudier l'existence et l'unicité d'une fonction  
[image: image221.wmf]:[2,2]
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  vérifiant les 3 hypothèses :H1:  
[image: image222.wmf]F

  est de classe  
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 .H2:  
[image: image225.wmf]()()

Fxfx

=

  pour tout nombre  
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  appartenant à  
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  ( 
[image: image228.wmf]f

  est "prolongée" par  
[image: image229.wmf]F

 ).H3:  
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  pour tout nombre  
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  appartenant à  
[image: image232.wmf][1,2]
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 .

a) Prouver que, si  
[image: image233.wmf]F

  est solution du problème P2, l'application  
[image: image234.wmf]()(1)
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  est constante sur  
[image: image235.wmf][1,2]
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 .

b) En déduire que le problème P2 admet une solution  
[image: image236.wmf]F

  et une seule.
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