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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'épreuve un candidat repère ce qui lui semble une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
Le problème étudie les rudiments de la théorie de la communication introduite en 1948 par Claude Shannon.Dans tout le problème,  
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Partie I: Introduction informatique

On rappelle que les entiers compris entre 0 et 31 s'écrivent avec au plus  
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  chiffres en binaire, on a donc : 
Pour tout  
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 , il existe une liste  
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  d'éléments de  
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  telle que 
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Cette écriture de  
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  est unique et on appellera  
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  la liste  
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1)  Déterminer l'écriture binaire de  
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  puis  
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  et déterminer  
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  (on justifiera les résultats).

2) On souhaite écrire une procédure Pascal pour obtenir  
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 . Compléter la procédure suivante de sorte qu'à l'issue de l'exécution de  
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  on ait un tableau L tel que L[1] contienne  
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 , L[2] contienne  
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  etc :

3)  On souhaite numéroter les cartes d'un jeu standard de  
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  cartes. On propose ci-après la procédure carte (qui utilise la procédure  
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  précédente) .

Remarque : string désigne les chaînes de caractères (entre deux apostrophes, on met une suite de caractères quelconques).

Quelle est la carte numéro 6 ? Qui est le numéro 1 ? Quel est le numéro de la dame de cœur ?

Partie II : Position du problème et recherche des fonctions solutions

On cherche à définir une mesure de l'incertitude d'un événement, c'est-à-dire, définir, pour un événement  
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  de probabilité non nulle, un nombre réel  
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 , appelé l'incertitude de  
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  ou entropie de  
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 , en respectant le modèle suivant : 
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Le dernier axiome (iv) signifie que  
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  ne dépend que du réel  
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1) Soit  
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  une fonction définie sur  
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  à valeurs dans  
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 . Pour un événement  
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  de probabilité non nulle, on pose  
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Montrer que si  
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  vérifie les conditions : 
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alors  
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  vérifie (i),(ii),(iii) et (iv).

2) Existe-t-il des réels  
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  et  
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  pour lesquels  
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3) Soit  
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a) Montrer, à l'aide d'un changement de variable affine, que pour tout  
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b) En déduire que  
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  est dérivable sur  
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  et, en dérivant  
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c) En déduire qu'il existe alors  
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  tel que  
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4) Que peut-on conclure de cette étude ?

Partie III : Incertitude des événements

Dans toute la suite du problème , on notera  
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  la fonction définie sur  
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  par  
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Pour un événement  
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  de probabilité non nulle, on pose .

1)  On choisit une carte au hasard dans un jeu de  
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  cartes.

Soit  
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  l'événement « la carte tirée est la dame de cœur » . Que valent  
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2) Soit  
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  l'ensemble des entiers s'écrivant avec au plus  
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  chiffres en binaire. On choisit un élément de  
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  au hasard et  
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  est l'événement « le nombre obtenu est  
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Quel est le cardinal de  
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  ? Que valent  
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3) Soit  
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  et  
[image: image66.wmf]B

  deux événements tels que  
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4) Que vaut  
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  et quelle interprétation peut-on donner de ce résultat ?

Partie IV :Incertitude d'une variable aléatoire discrète

1) Soit  
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  suit la loi uniforme sur  
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2) Si on suppose  
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Classer par ordre croissant  
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3) Vérifier que  
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  est continue et positive sur  
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 .

Est-elle dérivable en  
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  ? Étudier  
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  et dessiner sa courbe représentative .

4) Soit  
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  une variable aléatoire à valeurs dans un ensemble fini.

Montrer que  
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  avec égalité si, et seulement si,  
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5) Pour  
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b) Étudier  
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  et donner son graphe.

c) Soit  
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  une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramètre  
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6) Soit  
[image: image99.wmf]1

X

  et  
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  deux variables de Bernoulli indépendantes de paramètres respectifs  
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Soit  
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  la variable de Bernoulli telle que  
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Donner la loi et l'espérance de  
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7) Soit  
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  une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètres  
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Soit  
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Montrer que  
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Partie V : Maximalité de l'entropie

1) Soit  
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a) Soit  
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  l'ensemble des  
[image: image119.wmf]1

121

(,,,)]0,1[

n

n

ppp

-

-

K

ä

  vérifiant  
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Montrer que  
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  admet au plus un extremum sur  
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b) On rappelle que si une fonction  
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  est convexe sur un intervalle  
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 , alors on a : 
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Vérifier que  
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  et en déduire :
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c) Soit  
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  une variable aléatoire telle que  
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2) Soit  
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  une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre  
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a)  Rappeler la valeur de  
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  existe et la calculer.

b) Soit  
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En justifiant rapidement que 
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vérifier que pour tout  
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et établir :  
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Partie VI :Incertitude d'une variable aléatoire continue

1) Cas des lois normales 
a) Soit  
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  une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.

Montrer que  
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b) Soit  
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  une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne  
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2) Soit  
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a)  Montrer que  
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b) Soit  
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Montrer que : 


[image: image182.wmf]00

0

1

()()ln(())

ln(2)

HXfxfxdx

+¥

=-

ò


En utilisant () montrer que  
[image: image183.wmf]0

()()

HXHX

„

 .

_1155893542.unknown

_1155893611.unknown

_1155893680.unknown

_1155893714.unknown

_1155893748.unknown

_1155893766.unknown

_1155893774.unknown

_1155893783.unknown

_1155893787.unknown

_1155893791.unknown

_1155893796.unknown

_1155893798.unknown

_1155893794.unknown

_1155893789.unknown

_1155893785.unknown

_1155893779.unknown

_1155893781.unknown

_1155893776.unknown

_1155893770.unknown

_1155893772.unknown

_1155893768.unknown

_1155893757.unknown

_1155893761.unknown

_1155893763.unknown

_1155893759.unknown

_1155893753.unknown

_1155893755.unknown

_1155893750.unknown

_1155893731.unknown

_1155893740.unknown

_1155893744.unknown

_1155893746.unknown

_1155893742.unknown

_1155893736.unknown

_1155893738.unknown

_1155893733.unknown

_1155893723.unknown

_1155893727.unknown

_1155893729.unknown

_1155893725.unknown

_1155893718.unknown

_1155893721.unknown

_1155893716.unknown

_1155893697.unknown

_1155893706.unknown

_1155893710.unknown

_1155893712.unknown

_1155893708.unknown

_1155893701.unknown

_1155893703.unknown

_1155893699.unknown

_1155893688.unknown

_1155893693.unknown

_1155893695.unknown

_1155893690.unknown

_1155893684.unknown

_1155893686.unknown

_1155893682.unknown

_1155893645.unknown

_1155893662.unknown

_1155893671.unknown

_1155893675.unknown

_1155893678.unknown

_1155893673.unknown

_1155893667.unknown

_1155893669.unknown

_1155893665.unknown

_1155893654.unknown

_1155893658.unknown

_1155893660.unknown

_1155893656.unknown

_1155893650.unknown

_1155893652.unknown

_1155893647.unknown

_1155893628.unknown

_1155893637.unknown

_1155893641.unknown

_1155893643.unknown

_1155893639.unknown

_1155893632.unknown

_1155893635.unknown

_1155893630.unknown

_1155893619.unknown

_1155893624.unknown

_1155893626.unknown

_1155893622.unknown

_1155893615.unknown

_1155893617.unknown

_1155893613.unknown

_1155893576.unknown

_1155893594.unknown

_1155893602.unknown

_1155893606.unknown

_1155893609.unknown

_1155893604.unknown

_1155893598.unknown

_1155893600.unknown

_1155893596.unknown

_1155893585.unknown

_1155893589.unknown

_1155893591.unknown

_1155893587.unknown

_1155893581.unknown

_1155893583.unknown

_1155893579.unknown

_1155893559.unknown

_1155893568.unknown

_1155893572.unknown

_1155893574.unknown

_1155893570.unknown

_1155893564.unknown

_1155893566.unknown

_1155893561.unknown

_1155893551.unknown

_1155893555.unknown

_1155893557.unknown

_1155893553.unknown

_1155893546.unknown

_1155893549.unknown

_1155893544.unknown

_1155893453.unknown

_1155893508.unknown

_1155893525.unknown

_1155893534.unknown

_1155893538.unknown

_1155893540.unknown

_1155893536.unknown

_1155893529.unknown

_1155893531.unknown

_1155893527.unknown

_1155893516.unknown

_1155893521.unknown

_1155893523.unknown

_1155893519.unknown

_1155893512.unknown

_1155893514.unknown

_1155893510.unknown

_1155893470.unknown

_1155893499.unknown

_1155893503.unknown

_1155893506.unknown

_1155893501.unknown

_1155893475.unknown

_1155893477.unknown

_1155893473.unknown

_1155893462.unknown

_1155893466.unknown

_1155893468.unknown

_1155893464.unknown

_1155893457.unknown

_1155893460.unknown

_1155893455.unknown

_1155893418.unknown

_1155893436.unknown

_1155893444.unknown

_1155893449.unknown

_1155893451.unknown

_1155893446.unknown

_1155893440.unknown

_1155893442.unknown

_1155893438.unknown

_1155893427.unknown

_1155893431.unknown

_1155893433.unknown

_1155893429.unknown

_1155893423.unknown

_1155893425.unknown

_1155893421.unknown

_1155893397.unknown

_1155893410.unknown

_1155893414.unknown

_1155893416.unknown

_1155893412.unknown

_1155893403.unknown

_1155893407.unknown

_1155893400.unknown

_1155893384.unknown

_1155893391.unknown

_1155893394.unknown

_1155893387.unknown

_1155893377.unknown

_1155893381.unknown

_1155893374.unknown

