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Ce problème a pour objet l'étude d'endomorphismes de l'espace vectoriel  
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  (où le nombre entier  
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  est supérieur ou égal à 2) vérifiant certaines relations.Dans toute la suite, si  
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  un entier strictement positif, on note  
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  la matrice identité d'ordre  
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 .On rappelle que l'espace vectoriel  
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  est somme directe de deux sous-espaces vectoriels  
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Partie I

On considère dans cette partie un endomorphisme  
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  de l'espace vectoriel  
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  vérifiant la relation 
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1) Recherche de solutions particuliéres de ().Déterminer les réels  
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  tels que  
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  vérifie ().

2) Eude des puissances de  
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  et de son inversibilité.On suppose dans cette question que les endomorphismes  
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  sont linéairement indépendants. 
a) Exprimer  
[image: image35.wmf]3

f

  et  
[image: image36.wmf]4

f

  comme combinaison linéaire de  
[image: image37.wmf]I

  et de  
[image: image38.wmf]f

 .Etablir par récurrence que, pour tout entier naturel  
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b) Former une relation entre  
[image: image51.wmf]2

n

a

+

 ,  
[image: image52.wmf]1

n

a

+

  et  
[image: image53.wmf]n

a

  d'une part et entre  
[image: image54.wmf]2

n

b

+

 ,  
[image: image55.wmf]1

n

b

+

  et  
[image: image56.wmf]n

b

  d'autre part.En déduire les expressions de  
[image: image57.wmf]n

a

  et  
[image: image58.wmf]n

b

  en fonction de  
[image: image59.wmf]n

  pour  
[image: image60.wmf]nN

ä

 .Vérifier que  
[image: image61.wmf]2

lim

3

n

n

a

®+¥

=

  et que  
[image: image62.wmf]1

lim

3

n

n

b

®+¥

=

 

c) On convient d'appeler limite de  
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  l'endomorphisme  
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Calculer  
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  et en déduire que  
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  est un projecteur.

d) Prouver que l'endomorphisme  
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  est inversible et exprimer son inverse  
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3) Etude des éléments propres de  
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  et des solutions de ().
a) Soit  
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  une valeur propre de  
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 . En appliquant la relation () à un vecteur propre non nul  
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b) On suppose donné un vecteur  
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  écrit sous la forme  
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c) On pose  
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d) Réciproquement, vérifier que la matrice  
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  obtenue précédemment satisfait bien la relation  
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e) Calculer  
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Ainsi donc,  
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  est aussi le projecteur sur  
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Partie II

1) Etude d'une suite récurrente.On étudie dans cette question la convergence des suites complexes  
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a) Résoudre dans  
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  l'équation  
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 . On précisera ses racines et l'on notera  
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b) Déterminer les suites géométriques  
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c) On associe à toute suite  
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i) En formant la combinaison linéaire  
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ii) Etablir par récurrence que l'on a pour tout entier naturel  
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iii) Déterminer le module de  
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  et en déduire la limite de la suite  
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On considère désormais un endomorphisme  
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  de l'espace vectoriel  
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  vérifiant la relation 
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2) Etude des puissances de  
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  et de son inversibilité.On suppose dans cette question que les endomorphismes  
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  sont linéairement indépendants.

a) Etablir par récurrence que, pour tout entier naturel  
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 , il existe un triplet  
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b) Prouver que les suites  
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c) On convient d'appeler limite de  
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  l'endomorphisme  
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d) Prouver que l'endomorphisme  
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3) Etude du projecteur  
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a) Déterminer les valeurs propres réelles éventuelles de  
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 . Existe-t-il un endomorphisme diagonalisable vérifiant () ?

b) On suppose donné un vecteur  
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Ainsi donc,  
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4) Etude des solutions de ()
a) On suppose dans cette question que  
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Cette dernière matrice est-elle diagonalisable sur le corps  
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d) On suppose dans cette question que  
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Cette dernière matrice est-elle diagonalisable sur le corps  
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e) Etudier de la même manière le cas  
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h) Réciproquement, vérifier que la matrice  
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  obtenue précédemment satisfait bien la relation  
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