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MATHEMATIQUES III
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Exercice 1

1) Montrer que, pour tout nombre réel  
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  et tout entier naturel  
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  l'intégrale 
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est convergente.

Pour quelles valeurs de l'entier  
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  cette intégralle est-elle aussi convergente pour  
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2) On se propose d'étudier la fonction  
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  définie, pour  
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Montrer que  
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  est une fonction strictement positive, décroissante et que 
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a) Montrer que, pour tout réel  
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b) Montrer de même que, pour tout réel  
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c) En déduire que pour tout réel  
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  et tout réel  
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  tel que  
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d) Montrer enfin que la fonction  
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  est dérivable sur 
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  et donner une expression de sa fonction dérivée  
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3) Montrer de même que  
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  est dérivable sur  
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4) On se propose de montrer que la fonction  
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  est convexe.

a) Montrer que si  
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 ,  
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  et  
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  sont trois nombres réels tels que, pour tout réel  
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  on ait l'inégalité :  
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  alors, nécessairement,  
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b) En déduire que la fonction  
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  est une fonction convexe.

Exercice II

 si la lettre  
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  est tirée, on change le jeton  
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  de case,

 si la lettre  
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  est tirée, on change le jeton  
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  de case,

 si la lettre  
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  est tirée, on ne change pas le placement des jetons.

I Simulation

II Simulation

a) Soit n un entier strictement positif. Déterminer la probabilité que, à l'issue de la  
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  opération, le jeton  
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  n'ait jamais quitté  
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b) Quelle est la proabilité que le jeton  
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  reste indéfiniment dans  
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2) Pour tout entier naturel  
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  supérieur ou égal à 2, on s'interresse à l'événement  
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  à l'issue de la  
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  opération, le jeton  
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  revient pour la première fois dans  
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  Déterminer la probabilité  
[image: image53.wmf](

)

k

pD

 .

3) Soit M la matrice 
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a) Déterminer les valeurs propres de  
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  et donner une base de vacteurs propres.

b) En déduire l'expression de  
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  pour tout entier  
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  strictement positif.

c) Calculer les probabilités  
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d) Déterminer une matrice  
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  telle que, pour tout entier naturel  
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  on ait l'égalité matricielle : 
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e) Pour tout entier naturel  
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  non nul, calculer la matrice  
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  et en déduire la loi de la variable  
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III Etude d'un mouvement du couple de jetons  
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1) Calculer la probabilité 
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  pour  
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  égal à 0, 1, 2 et 3.

2) Déterminer la matrice  
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  telle que, pour tout entier naturel  
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  on ait l'égalité matricielle : 
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3) On considère les matrices :
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a) Pour tout entier naturel  
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  non nul, calculer  
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  et  
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b) Etablir, pour tout entier naturel non nul  
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  l'égalité 
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où par convention on pose :  
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c) En déduire, pour tout entier naturel non nul  
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4) Pour tout entier naturel  
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  non nul, calculer  
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  donner la loi de la variable  
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  (on distinguera les cas  
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  pair et  
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  impair)

5) Déterminer, pour tout entier naturel  
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  non nul, la covariance de  
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  et  
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  et calculer la limite de cette covariance quand  
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  tend vers + 
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VI Etude d'un long séjour.

1) Exprimer  
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  à l'aide des variables  
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 , pour  
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  compris entre 1 et  
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2) En dédure l'espérance  
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 .Calculer la limite de  
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  quand  
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  tend vers l'infini.
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