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Année 2004

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
SUR LA TRANSMISSION DE MESSAGES

Le but de ce problème est de construire un système permettant de détecter et de corriger automatiquement des erreurs apparues lors de la transmission de messages binaires. Dans tout le problème,  
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  désignent des entiers naturels non nuls.
Partie I : L'opération  
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Pour toutes parties  
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b) Montrer que pour toutes parties  
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2) On sait qu'on peut représenter une partie  
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a) Les parties  
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b) Montrer que pour toutes parties  
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Partie II : Une autre algèbre linéaire

On considère l'ensemble  
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  colonnes dont les coefficients appartiennent à  
[image: image54.wmf]K

 .On définit sur  
[image: image55.wmf]K

  l'addition  
[image: image56.wmf]+

&

  et la multiplication  
[image: image57.wmf].

  à l'aide des tables suivantes
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On remarque que la multiplication sur  
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  est la multiplication des réels, que ces opérations sont associatives, commutatives et que la multiplication sur  
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4) le produit  
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5) le produit  
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Pour toute matrice  
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  appartenant à  
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On appelle code toute partie non vide  
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 On considère les quatre colonnes 
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appartenant à  
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  puis l'ensemble 
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o Montrer que  
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  est un code.Déterminer tous les éléments de  
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o Existe-t-il une famille  
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o On dit qu'une famille  
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Dans le cas contraire, on dit que la famille  
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o On dit qu'une famille  
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 Pour tout  
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 Soit  
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 En déduire le cardinal de  
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 On suppose dans cette question que  
[image: image167.wmf]1

pn

„„

  et on note  
[image: image168.wmf]p

I

  la matrice à  
[image: image169.wmf]p

  lignes et  
[image: image170.wmf]p

  colonnes dont tous les éléments sont nuls excepté les éléments diagonaux qui sont égaux à  
[image: image171.wmf]1

 .On suppose également que  
[image: image172.wmf]Q

  est une matrice appartenant à  
[image: image173.wmf],

()

pn

K

M

  telle que  
[image: image174.wmf]p

  colonnes de  
[image: image175.wmf]Q

  sont égales aux  
[image: image176.wmf]p

  colonnes distinctes de  
[image: image177.wmf]p

I

 .On définit l'ensemble  
[image: image178.wmf],1

{(),}

Qn

xQxO

=´=

&

äK

C

M

 .

o Montrer que  
[image: image179.wmf]Q

C

  est un code.

o Montrer que pour tout  
[image: image180.wmf]1

(,...,)

n

xx

  appartenant à  
[image: image181.wmf]n

K

  il existe une permutation  
[image: image182.wmf]s

  de  
[image: image183.wmf]{1,...,}

n

  telle que : 


[image: image184.wmf]1(1)

()

()

p

nn

xx

QIP

xx

s

s

æöæö

÷÷

çç

÷÷

çç

÷÷

çç

÷÷

´=´

çç

÷÷

çç

÷÷

çç

÷÷

çç

÷÷

÷÷

çç

÷÷

çç

èøèø

&&

MM


où  
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Partie III : Un code correcteur d'erreurs
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1) Déterminer le cardinal des  
[image: image222.wmf]K

 -bases de  
[image: image223.wmf]H

C

 .

2) Montrer que : 
[image: image224.wmf]2

min{(,),(,)

H

duvuv

ä

C

 et 
[image: image225.wmf]}3

uv

=/=

 .

3) Pour tout  
[image: image226.wmf]v

  appartenant à  
[image: image227.wmf],1

()

n

M

K

 , on définit  
[image: image228.wmf],1

{(),(,)1}

vn

Buduv

=

äK„

M

 .

a) Déterminer le cardinal de  
[image: image229.wmf]v

B

 .

b) Montrer que si  
[image: image230.wmf]v

  et  
[image: image231.wmf]w

  sont deux éléments distincts de  
[image: image232.wmf]H

C

 , alors  
[image: image233.wmf]?

vw

BB

Ç=

 .

c) Montrer que  
[image: image234.wmf],1

()

H

vn

v

B

=

U

ä

K

C

M

 .

4) Soit  
[image: image235.wmf]z

  appartenant à  
[image: image236.wmf],1

()

nH

K

�C

M

 .
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5) Dans cette question uniquement on suppose que  
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a) Montrer que  
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 -base  
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  où : 


[image: image255.wmf]123

00

1

0

0

1

0

01

0

00

,,

0

1

1

10

1

11

1

ccc

æö

æöæö

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

÷

çç

÷÷

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

÷

÷÷

ç

çç

===

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

÷

ç

÷

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

çç

ç

èøèø

èø

÷

÷

ç

çç

÷

÷

ç

çç

÷

÷

4

0

0

0

1

,

1

1

0

c

æö

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

=

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷

ç

èø

÷÷

ç

÷÷

ç

÷÷


On suppose qu'on veut transmettre (par sémaphore, radio ou internet  
[image: image256.wmf]?

 ) un message consistant en la suite de quatre symboles égaux à  
[image: image257.wmf]0

  où  
[image: image258.wmf]1

  :  
[image: image259.wmf]1234
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 . Au lieu de transmettre dans l'ordre ces quatre symboles, on calcule  
[image: image260.wmf]11223344
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  et ce sont les sept éléments de cette colonne qui sont transmis dans l'ordre (de haut en bas).On suppose que les composantes de la colonne  
[image: image261.wmf]y
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  reçues sont dans l'ordre:  
[image: image262.wmf]0,1,0,0,1,1,0

  et qu'il y a une seule erreur dans la transmission, c'est à dire qu'une seule composante de  
[image: image263.wmf]y
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  est fausse. 

b) Déterminer la valeur exacte des quatre nombres  
[image: image264.wmf]1234
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hhhh

 , (on utilisera le produit  
[image: image265.wmf]1
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c) On suppose qu'ayant transmis une colonne  
[image: image266.wmf]z

 , appartenant à  
[image: image267.wmf]1
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 , on a reçu la colonne  
[image: image268.wmf]z

*

  comportant deux erreurs. Montrer que le calcul de  
[image: image269.wmf]1
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  permet de s'apercevoir qu'il y a effectivement des erreurs mais ne permet pas de connaître les deux composantes qui sont fausses.

Partie IV : Distinguere falsum vero

Dans cette partie on utilise les mêmes notations que dans la partie III, en particulier  
[image: image270.wmf]p

  est un entier naturel supérieur ou égal à  
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  et  
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1) Pour tout  
[image: image273.wmf]k

  appartenant à  
[image: image274.wmf]{1,?,}
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 , on considère l'écriture de  
[image: image275.wmf]k

  en base deux : 
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et on prend alors pour matrice  
[image: image277.wmf]H

  la matrice  
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 .On considère  
[image: image279.wmf]np
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  éléments  
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  appartenant à  
[image: image281.wmf]K

 . On veut transmettre le message formé par la ligne  
[image: image282.wmf]1
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 . Comme dans la question précédente, on commence par calculer la colonne  
[image: image283.wmf]11
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  où  
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  est une base de  
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  et c'est cette colonne qui est transmise. On désigne le message reçu par la colonne  
[image: image286.wmf]y
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  et on suppose qu'il y a une seule erreur pendant la transmission.On calcule alors  
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  et on pose  
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 .Montrer que l'erreur s'est produite à la composante numéro  
[image: image289.wmf]k

  de  
[image: image290.wmf]y

 .

2) On suppose dans cette question que  
[image: image291.wmf]3
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  et  
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n

=

 .

a) On pose : 
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Déterminer la matrice  
[image: image294.wmf]2
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  et montrer que  
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  est une  
[image: image296.wmf]K

 -base de  
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b) Les deux célèbres mathématiciens Primus et Secundus concourent au calcul d'une nouvelle constante universelle qu'ils appellent  
[image: image298.wmf]z

 . Primus pense avoir trouvé les trois premiers chiffres significatifs  
[image: image299.wmf]x

 ,  
[image: image300.wmf]y

  et  
[image: image301.wmf]z

  (en base dix) de  
[image: image302.wmf]z

  et s'empresse de les transmettre à Secundus. Afin de minimiser les risques d'erreur au cours de la transmission et de s'assurer la possibilité de les détecter et les corriger, Primus et Secundus adoptent la démarche suivante

i) Chacun des chiffres  
[image: image303.wmf]0,...,9

  a été écrit en base deux à quatre positions. Ainsi  
[image: image304.wmf]5

  est représenté par  
[image: image305.wmf]0101

  et  
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  par  
[image: image307.wmf]1001

 . Donc le chiffre  
[image: image308.wmf]x

  est écrit  
[image: image309.wmf]4321

xxxx

 ,  
[image: image310.wmf]y

  est écrit  
[image: image311.wmf]4321

yyyy

 ,  
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  est écrit  
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zzzz

 , ainsi par exemple  
[image: image314.wmf]23

1234

.2.2.2

xxxxx

=+++

 .

ii) Primus transmet les  
[image: image315.wmf]3

  colonnes : 
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[image: image317.wmf]123
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  et  
[image: image318.wmf]4
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  ont été définies ci-dessus et sont bien sûr connues de Secundus).

Évidemment Primus ne se trompe pas dans ses calculs mais la transmission est sujette à erreurs : on a constaté dans la pratique qu'il y a une erreur au plus par colonne transmise. Secundus réceptionne une liste où les trois colonnes reçues sont écrites bout à bout, soit le message suivant : 


[image: image319.wmf]111011010000110010111


Quel est probablement le nombre que Primus et Secundus semblent en fait sur le point de découvrir ?

c) Secundus décide d'écrire un programme en Pascal qui permet de retrouver à partir des colonnes reçues les chiffres envoyés par Primus. Comment Secundus peut-il procéder ?
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