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Dans tout le problème,  
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  désignent des entiers strictement positifs. On note  
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  lignes et  
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  colonnes à coefficients réels. Pour  
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 .Pour tout entier  
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 .La transposée d'une matrice  
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  est notée  
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 . On pourra également la noter  
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 .On étudie dans ce problème, quelques propriétés du modèle linéaire, qui constitue l'instrument de base de l'économétrie.

Partie I : Trace et matrices aléatoires

Pour toute matrice  
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 .On rappelle les trois résultats suivants (que les candidats n'ont pas à démontrer)

 l'application  
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 si  
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1) Soit  
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  une matrice de  
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  possédant  
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 , on désigne par  
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  la dimension du sous-espace propre associé à la valeur propre  
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a) On suppose que la matrice  
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  est diagonalisable sur  
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b) On suppose que la matrice  
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  est symétrique. Montrer les égalités suivantes : 
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2) Pour tout entier  
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  de  
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  on considère des variables aléatoires réelles  
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  définies sur un espace probabilisé  
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[image: image57.wmf]Z

 , à  
[image: image58.wmf]n

  lignes et  
[image: image59.wmf]r

  colonnes, en associant à tout  
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On suppose que les  
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  variables aléatoires  
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  sont deux matrices aléatoires à  
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  colonnes admettant chacune une espérance, et si  
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  sont deux vecteurs aléatoires de  
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a) Soit  
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  une matrice aléatoire à  
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  lignes et  
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  colonnes admettant une espérance  
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b) Soit  
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  une matrice aléatoire à  
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  colonnes admettant une espérance  
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3) Dans cette question,  
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  désigne un vecteur aléatoire de  
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On admet que la définition et les propriétés de la matrice de variance-covariance  
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  d'un vecteur aléatoire discret restent valables pour un vecteur aléatoire dont les composantes sont des variables aléatoires quelconques (discrètes ou à densité). Ainsi, en supposant que pour tout  
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a) Montrer que, pour tout vecteur aléatoire  
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b) Soit  
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  une matrice de  
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c) Soit  
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Partie II : Le modèle linéaire

Dans les parties II.A et II.B,  
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  sont deux entiers donnés qui vérifient  
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  un réel strictement positif inconnu.
Soit  
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  un vecteur non nul de  
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 .Sous forme matricielle, le modèle linéaire s'écrit  
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 . On s'intéresse dans cette partie II à l'étude de quelques propriétés de ce modèle, liées à l'estimation des paramètres inconnus  
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A. Quelques résultats algébriques

1) On considère l'endomorphisme  
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a) Montrer que  
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  est une matrice symétrique réelle de  
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b) En étudiant le noyau de  
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 , montrer que le rang de  
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2) Dans cette question, on veut trouver, en fonction de  
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3) Soit  
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  le projecteur orthogonal de  
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  sur le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de la matrice  
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 .On note  
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a) Montrer que  
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b) Établir que le rang de  
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  et la trace de  
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  sont égaux. Quelle est leur valeur commune ?

c) Montrer que les colonnes de  
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  constituent une base de vecteurs propres de la matrice  
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d) Montrer qu'il existe une matrice  
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Préciser les  
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  premières colonnes de  
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4) Soit  
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a) On pose  
[image: image242.wmf]n

QIP

=-

 . Montrer que  
[image: image243.wmf]uQu

=

)

 . Vérifier que  
[image: image244.wmf]2

t

QQQ

==

 . Calculer la trace de  
[image: image245.wmf]Q

 .

b) Exprimer  
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5) Par définition, on dit qu'une matrice A symétrique réelle d'ordre  
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  est positive si, pour tout vecteur  
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a) Montrer que  
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 , symétrique réelle, est positive si et seulement si ses valeurs propres sont positives ou nulles.

b) Soit  
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  une matrice appartenant à  
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  est symétrique réelle positive.

B. Estimation des paramètres  
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1) Soit  
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a) Etablir que  
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2) On veut montrer dans cette question que, dans l'ensemble des estimateurs sans biais du paramètre  
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