CONCOURS 2002
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve de Mathématiques (toutes filières)

Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

Problème d'Analyse

1) Soit  
[image: image1.jpg]


  l'application de  
[image: image2.jpg]


  dans  
[image: image3.jpg]


  définie par :  
[image: image4.jpg]A0y =1



  et  
[image: image5.jpg]Vi 0, fo)=- et



 .

a) Montrer que  
[image: image6.jpg]


  est continue sur  
[image: image7.jpg]


  et paire.

b) Donner le développement limité à l'ordre  
[image: image8.jpg]


  de  
[image: image9.jpg])



  au voisinage de  
[image: image10.jpg]


 . En déduire que  
[image: image11.jpg]


  est dérivable en  
[image: image12.jpg]


 , et donner  
[image: image13.jpg]7(0)



 .

c) Justifier que  
[image: image14.jpg]


  est dérivable sur  
[image: image15.jpg]


 , et calculer  
[image: image16.jpg]40



 , pour  
[image: image17.jpg]t e R



 .

A l'aide d'une intégration par parties, montrer que :  
[image: image18.jpg]


 . 

d) En déduire le sens de variation de  
[image: image19.jpg]


 .

Tracer la courbe représentative de  
[image: image20.jpg]


  dans un repère orthonormé (unité : 2 cm). 

e) (On ne demande pas l'étude des points d'inflexion)

2) Soit  
[image: image21.jpg]


  l'application de  
[image: image22.jpg]


  dans  
[image: image23.jpg]


  définie par :  
[image: image24.jpg]$O) =1



  et   
[image: image25.jpg]Vi £ 0, ¢(x) = %j/(t)dt
°



 .

a) Montrer que  
[image: image26.jpg]


  est continue sur  
[image: image27.jpg]


  et paire.

b) Montrer que :  
[image: image28.jpg]Ve R fx) < ¢(x) < 1



 . (on pourra commencer par supposer  
[image: image29.jpg]


 )

Montrer que :  
[image: image30.jpg]


 . 

c) Montrer que  
[image: image31.jpg]


  est dérivable en  
[image: image32.jpg]


 , avec  
[image: image33.jpg]¢ =0



 . Donner les variations de  
[image: image34.jpg]


 .

d) Montrer que :  
[image: image35.jpg]j Ayt = 0

i

E



 . En déduire que  
[image: image36.jpg]


 .

Tracer la courbe représentative de  
[image: image37.jpg]


  dans le même repère que celle de  
[image: image38.jpg]


 . 

e) (On ne demande pas l'étude des points d'inflexions)

3) Soit  
[image: image39.jpg](n)



  la suite définie par  
[image: image40.jpg]up € B



  et pour tout  
[image: image41.jpg]


  de  
[image: image42.jpg]


  :  
[image: image43.jpg]sl = $tin)



 , où  
[image: image44.jpg]


  est l'application du 2).

a) Montrer que :  
[image: image45.jpg]Vez 0,0

1+z2



 .

b) Montrer que, pour tout  
[image: image46.jpg]


  strictement positif :  
[image: image47.jpg]#el< L -am) -




 . (On pourra utiliser 2.2 et 2.3). En déduire que, pour tout  
[image: image48.jpg]


  strictement positif :  
[image: image49.jpg]W<



 , et que cette inégalité reste vérifiée pour tout  
[image: image50.jpg]


  de  
[image: image51.jpg]


 .

c) Montrer que l'équation :  
[image: image52.jpg]xeR, ¢(x) = x



  admet une unique solution. On note  
[image: image53.jpg]


  cette solution. Montrer que  
[image: image54.jpg]a €]0,1]



 .

Prouver que :  
[image: image55.jpg]¥ & N s -] € T




 . 

d) En déduire que  
[image: image56.jpg](n)



  est convergente, et préciser sa limite.

4) On considère l'équation différentielle :  
[image: image57.jpg]x2y' + xy = arctan(x)



 .

a) Résoudre cette équation différentielle sur  
[image: image58.jpg]


  et sur  
[image: image59.jpg]


 .

b) Montrer que  
[image: image60.jpg]


  est l'unique solution sur  
[image: image61.jpg]


  de cette équation différentielle.

Problème d'Algèbre

Dans ce problème,  
[image: image62.jpg]


  désigne un espace vectoriel euclidien de dimension trois,  
[image: image63.jpg]B=(e),2q.23)



  une base orthonormée de  
[image: image64.jpg]


 . La norme de  
[image: image65.jpg]


  est notée  
[image: image66.jpg]


 . On note  
[image: image67.jpg]£E)



  l'ensemble des endomorphismes de  
[image: image68.jpg]


 ,  
[image: image69.jpg]GL(E)



  l'ensemble des automorphismes de  
[image: image70.jpg]


 ,  
[image: image71.jpg]Idg



  l'application identique de  
[image: image72.jpg]


 ,  
[image: image73.jpg]op



  le vecteur nul de  
[image: image74.jpg]


 . 

 
[image: image75.jpg]


  désigne un espace affine euclidien associé à  
[image: image76.jpg]


 ,  
[image: image77.jpg]


  un repère orthonormé de  
[image: image78.jpg]


 .

1) Soit  
[image: image79.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image80.jpg]


  dont la matrice relativement à  
[image: image81.jpg]


  est  
[image: image82.jpg]


 .

a) Montrer que  
[image: image83.jpg]


  est un demi-tour dont on précisera l'axe  
[image: image84.jpg]


 .

b) En déduire que  
[image: image85.jpg]


  est la composée commutative de deux endomorphismes simples de  
[image: image86.jpg]


  que l'on précisera.

2) On note  
[image: image87.jpg]


  l'ensemble des endomorphismes  
[image: image88.jpg]


  de  
[image: image89.jpg]


  pour lesquels : 


[image: image90.jpg]e (01l ¥x e & ol < kx|




a) Montrer que  
[image: image91.jpg]


  appartient à  
[image: image92.jpg]R EAp)



 .

b)  
[image: image93.jpg]Idg



  appartient-il à  
[image: image94.jpg]


  ?

c) Montrer que  
[image: image95.jpg]


  est stable pour  
[image: image96.jpg]


 .  
[image: image97.jpg]R EAp)



  est-il un sous-groupe de  
[image: image98.jpg](GL(E),°)



  ?

d) Soit  
[image: image99.jpg]


  un élément de  
[image: image100.jpg]


 . Montrer que  
[image: image101.jpg]ker(p — Idg) = {oz}



 . En déduire que  
[image: image102.jpg](p—1Idg)



  appartient à  
[image: image103.jpg]GL(E)



 .

e) Montrer que  
[image: image104.jpg]


  si et seulement si  
[image: image105.jpg]Fk e (01, ¥x e E(llxll = 1= [lo@x)| < k)



 .

Soit  
[image: image106.jpg]@ € LE)



 . On suppose qu'il existe une base orthonormée de  
[image: image107.jpg]


  dans laquelle la matrice de  
[image: image108.jpg]


  est diagonale, à éléments diagonaux inférieurs à 1 en valeur absolue. 

f) Montrer que  
[image: image109.jpg]


 .

3) Soit  
[image: image110.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image111.jpg]


  dont la matrice relativement à  
[image: image112.jpg]


  est  
[image: image113.jpg]1 -1
1
1

3
1



 .

On définit :  
[image: image114.jpg])
€2,
+
Lo,
chly

€2




 et  
[image: image115.jpg]3

L,
e
L -
o+ 2
23)



 . 

a) Vérifier que  
[image: image116.jpg](e],25.€5)



  est une base orthonormée  
[image: image117.jpg]


  de  
[image: image118.jpg]


 .

b) Déterminer la matrice de  
[image: image119.jpg]


  dans la base  
[image: image120.jpg]


 . En déduire que  
[image: image121.jpg]


 .

Soit  
[image: image122.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image123.jpg]


  dont la matrice relativement à  
[image: image124.jpg]


  est  
[image: image125.jpg]0
1
-1

0
1




 . 

On se propose de prouver que  
[image: image126.jpg]$o €8



  si et seulement si  
[image: image127.jpg]


 . 

4) Soit  
[image: image128.jpg]% = X121 + X305 + X323



  un vecteur de  
[image: image129.jpg]


  de norme  
[image: image130.jpg]


 .

a) Montrer que :  
[image: image131.jpg]a2 = a®(1+ (xy - x2 - x3)2)



 .

Le vecteur  
[image: image132.jpg]


  s'écrit, dans la base  
[image: image133.jpg]


  du 3.1 :  
[image: image134.jpg]x = xe) + xhel + xhel



 . 

Montrer que :  
[image: image135.jpg]lpa(ll? = a2 (1+351%)



 . En déduire que :  
[image: image136.jpg][l@alx)ll = 2|a|



 . 

b) Déterminer l'ensemble des  
[image: image137.jpg]


  de  
[image: image138.jpg]


  de norme  
[image: image139.jpg]


  pour lesquels l'inégalité précédente est une égalité.

c) Montrer que  
[image: image140.jpg]$o €8



  si et seulement si  
[image: image141.jpg]


 .

5) Soit  
[image: image142.jpg]


  une application affine de  
[image: image143.jpg]


  dans  
[image: image144.jpg]


  dont l'endomorphisme associé  
[image: image145.jpg]


  appartient à  
[image: image146.jpg]


 .

a) Soit  
[image: image147.jpg]


  un point de  
[image: image148.jpg]


 . Montrer que  
[image: image149.jpg]


  est invariant par  
[image: image150.jpg]


  si et seulement si 


[image: image151.jpg](9~ 1d2)(OM) = KO0




b) En déduire que  
[image: image152.jpg]


  admet un point invariant et un seul, que l'on note  
[image: image153.jpg]


 .

c) Justifier l'égalité :  
[image: image154.jpg]VM e & CfM) = o(Ch)



 .

d) On définit la suite  
[image: image155.jpg](M)



  de points de  
[image: image156.jpg]


  par  
[image: image157.jpg]Myeé



  et  
[image: image158.jpg]Ve N, My =AM




 .

i) Montrer que  
[image: image159.jpg]i |20




 .

Soient  
[image: image160.jpg](xn)



 ,  
[image: image161.jpg]


  et  
[image: image162.jpg]


  les suites réelles définies par  
[image: image163.jpg]xg



 ,  
[image: image164.jpg]vo



  et  
[image: image165.jpg]zq



  sont des réels, et : 


[image: image166.jpg]Vn e N,

Turl

Iul =

Zu1 =

1 1

=gt l
1 1 1
PRty

Ly, -1,
Gyt 1




Montrer que  
[image: image167.jpg](xn)



 ,  
[image: image168.jpg]


  et  
[image: image169.jpg]


  sont convergentes, et préciser leurs limites respectives.
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