CONCOURS 2005
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve spécifique de Mathématiques (filière MPSI))

Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 


[image: image1.jpg]L’emploi d'une calculatrice est interdit.





PREMIER PROBLEME

Partie A

On se propose dans cette partie d'étudier la fonction définie pour tout nombre réel  
[image: image2.jpg]


  par :


[image: image3.jpg]A) = e cos(e)




et de donner une allure de sa courbe représentative.

1) Etudier, sur l'intervalle  
[image: image4.jpg]


  les variations de la fonction  
[image: image5.jpg]


 

Exprimer  
[image: image6.jpg]At + 2her)



  en fonction de  
[image: image7.jpg])



  pour  
[image: image8.jpg]kel



 , et  
[image: image9.jpg]


  

2) En déduire les variations de  
[image: image10.jpg]


  sur  
[image: image11.jpg]_z Eid
+ 2kr, +21mj|



 .

Soient  
[image: image12.jpg]


  et  
[image: image13.jpg]


  les fonctions définies sur  
[image: image14.jpg]


  par :  
[image: image15.jpg]


  et  
[image: image16.jpg]


 

 
[image: image17.jpg](c)



  et  
[image: image18.jpg](C3)



  leurs courbes représentatives respectives dans un repère orthonormé  
[image: image19.jpg]


 

Soit encore  
[image: image20.jpg]()



  la courbe représentative de  
[image: image21.jpg]


  dans  
[image: image22.jpg]


 

3) Déterminer les points d'intersection de  
[image: image23.jpg]()



  et  
[image: image24.jpg](c)



  puis de  
[image: image25.jpg]()



  et  
[image: image26.jpg](T2



  que dire alors de la limite de la fonction  
[image: image27.jpg]


  en  
[image: image28.jpg]


 

Comparer les tangentes à  
[image: image29.jpg]()



  et  
[image: image30.jpg](c)



  aux points d'intersection trouvés à la question précédente;

4) Faire de même pour  
[image: image31.jpg]()



  et  
[image: image32.jpg](C2).



 

5) Etudier la limite de  
[image: image33.jpg]


  en  
[image: image34.jpg]o0,



 

Utiliser ce qui précède pour représenter graphiquement  
[image: image35.jpg]()



 ,  
[image: image36.jpg](c)



  et  
[image: image37.jpg](C3)



  sr  
[image: image38.jpg]


 

6) On pourra utiliser les valeurs numériques suivantes :


[image: image39.jpg]e e 0,46 o™ = 2,19 o3 2 0,09 o = 0,04

e 2 0,21 o2 =481 32 20,01 2141

”»





7) Pour tout entier naturel  
[image: image40.jpg]


  on pose :


[image: image41.jpg]Ea

ay = J et cos(t)dt

s




Calculer cette intégrale (on pourra utiliser deux intégrations par parties)

8) Montrer que  
[image: image42.jpg](@n)nelt



  est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.

On pose :  
[image: image43.jpg]Yk eN, by




  

calculer  
[image: image44.jpg]sn = D b

Il



  en fonction de  
[image: image45.jpg]


  puis étudier la limite de  
[image: image46.jpg]Su



  quand  
[image: image47.jpg]


  tend vers  
[image: image48.jpg]o0,



 

9) Interpréter géométriquement ce résultat.

Partie B

On se propose maintenant de tracer la courbe paramétrée définie pour  
[image: image49.jpg]¢ & [0,+0o



  par 


[image: image50.jpg] cos(e)

 sine)





1) Déterminer les vecteurs vitesses  
[image: image51.jpg]0]



  et accélération  
[image: image52.jpg]V()



  à la date  
[image: image53.jpg]


 

2) Exprimer  
[image: image54.jpg]ez



  en fonction de  
[image: image55.jpg]


 

3) Démontrer que l'angle  
[image: image56.jpg]o= (WV)



  que fait le vecteur  
[image: image57.jpg]M)



  avec le vecteur vitesse  
[image: image58.jpg]0]



  à la date  
[image: image59.jpg]


  est constant et en donner une mesure.

4) Donner une équation polaire de la courbe puis la représenter pour  
[image: image60.jpg]¢ e [0,27].



 

Partie C

Soit  
[image: image61.jpg]


  muni de sa base canonique. Pour tout réel  
[image: image62.jpg]


  on appelle  
[image: image63.jpg]7,



  l'endomorphisme de  
[image: image64.jpg]


  dont la matrice dans la base canonique est : 


[image: image65.jpg]2y (oo e
etsin(f) o™ cos(t)




1) Déterminer la nature de  
[image: image66.jpg]


 

2) Montrer que  
[image: image67.jpg]7,



  est la composée de deux endomorphismes simples de  
[image: image68.jpg]


  dont on donnera les éléments caractéristiques. (On peut utiliser soit le cours d'algèbre linéaire, soit les complexes)

Soit  
[image: image69.jpg]F={F, teR}



  : ensemble des endomorphismes  
[image: image70.jpg]Py,



  quand  
[image: image71.jpg]


  décrit  
[image: image72.jpg]


 

3) Montrer que la compositions des applications, notée  
[image: image73.jpg]


  est interne sur  
[image: image74.jpg]


  puis montrer que  
[image: image75.jpg](F.0)



  est un groupe isomorphe au groupe  
[image: image76.jpg](IR, +).



 

DEUXIEME PROBLEME

On note  
[image: image77.jpg]


  l'ensemble des matrices carrées d'ordre  
[image: image78.jpg]


  à coefficients réels.

On note  
[image: image79.jpg]


  la matrice nulle, et  
[image: image80.jpg]


  la matrice unité.

On rappelle que  
[image: image81.jpg](5, +,%)



  est un espace vectoriel et que  
[image: image82.jpg](5, +,%)



  est un anneau.

Partie A

 
[image: image83.jpg]


  est une matrice fixée de  
[image: image84.jpg]


  différente de  
[image: image85.jpg]


  et  
[image: image86.jpg]


  on considère  
[image: image87.jpg]


  de  
[image: image88.jpg]


  vers lui-même définie par 


[image: image89.jpg]M) = MxA-AxM




1) Quelle est la dimension de  
[image: image90.jpg]


  ? (on ne demande pas de justifier la réponse).

2) Montrer que  
[image: image91.jpg]


  est un endomorphisme de l'espace vectoriel  
[image: image92.jpg]


 

Soit  
[image: image93.jpg]K={Mecy, | AxM=MxA}



 

3) Montrer que  
[image: image94.jpg]


  est un sous-espace vectoriel de  
[image: image95.jpg](5, +, X).



 

4) Montrer que  
[image: image96.jpg]


  et  
[image: image97.jpg]


  appartiennent à  
[image: image98.jpg]kerf.



 

5) Montrer que  
[image: image99.jpg]ker



  est stable pour la multiplication des matrices, c'est-à-dire  
[image: image100.jpg]A e kerf



  et  
[image: image101.jpg]Bekerf= AxB e kerf



  (la démonstration sera détaillée).

6) Montrer que  
[image: image102.jpg](ketf,+,x)



  est un anneau.

Partie B

On pose maintenant  
[image: image103.jpg]


  et  
[image: image104.jpg]


  une matrice quelconque de  
[image: image105.jpg]


 

1) Calculer  
[image: image106.jpg]e



 

a) Montrer que  
[image: image107.jpg]ker



  est le sous-espace vectoriel engendré par  
[image: image108.jpg]


  et  
[image: image109.jpg]


 

b) Trouver une base de  
[image: image110.jpg]ker



  et préciser la dimension de  
[image: image111.jpg]ker



  ainsi que le rang de  
[image: image112.jpg]


 

2) Déterminer  
[image: image113.jpg]


  pour tout  
[image: image114.jpg]


 

3) Soit  
[image: image115.jpg]N=xl+yd



  un élément de  
[image: image116.jpg]kerf,



  déterminer  
[image: image117.jpg]


  pour tout  
[image: image118.jpg]


 

4) Résoudre dans  
[image: image119.jpg]ker



  l'équation :  
[image: image120.jpg]


 

Partie C

Le plan  
[image: image121.jpg]


  est rapporté à un repère orthonormé direct  
[image: image122.jpg]


  

On désigne par  
[image: image123.jpg]


  l'application de  
[image: image124.jpg]


  vers lui-même qui au point  
[image: image125.jpg]


  de coordonnées  
[image: image126.jpg](x.»)



  fait correspondre le pont  
[image: image127.jpg]


  de coordonnées  
[image: image128.jpg]


 , définies par :


[image: image129.jpg]



1) Calculer  
[image: image130.jpg]sos,



  puis reconnaitre  
[image: image131.jpg]


  et préciser ses éléments propres.

Soit  
[image: image132.jpg]


  le projeté orthogonal de  
[image: image133.jpg]


  sur  
[image: image134.jpg]


 

2) trouver l'équation  
[image: image135.jpg]


  de l'ensemble des points  
[image: image136.jpg]


  du plan vérifiant la relation :


[image: image137.jpg]A O’ = 4




Etudier la fonction trouvée, construire cet ensemble, avec ses asymptotes.

Soit  
[image: image138.jpg]


  le cercle de centre  
[image: image139.jpg]


  et de rayon  
[image: image140.jpg]


  du plan  
[image: image141.jpg]


 

3) Déterminer une équation de son image  
[image: image142.jpg]


 

Soit  
[image: image143.jpg]0, 7.7



  un nouveau repère orthonormé direct tel qu'une mesure de l'angle  
[image: image144.jpg](7.1



  soit le réel  
[image: image145.jpg]


 

4) Ecrire les formules de changement de passag de  
[image: image146.jpg]


  à  
[image: image147.jpg]0,7.7),



  c'est-à-dire exprimer les coordonnées  
[image: image148.jpg](x.»)



  d'un point dans  
[image: image149.jpg]


  en fonction des coordonnées  
[image: image150.jpg](X0



  de ce même point dans  
[image: image151.jpg]0,7.7.



 

5) Trouver une équation de  
[image: image152.jpg]


  dans  
[image: image153.jpg]0, 7.7



  en fonction de  
[image: image154.jpg]cos 2a



  et de  
[image: image155.jpg]sin 2a.



 

On suppose maintenant  
[image: image156.jpg]col



  donner une équation de  
[image: image157.jpg]


  dans le repère  
[image: image158.jpg]0,7.7,



  en déduire la nature de la conique  
[image: image159.jpg]


  et préciser ses paramètres  
[image: image160.jpg]


  et  
[image: image161.jpg]


  Tracer  
[image: image162.jpg]


  dans le repère  
[image: image163.jpg]


 

6) On pourra utiliser :  
[image: image164.jpg]3va 2= (J2+1)% 3-242= (J2-1)°



  et  
[image: image165.jpg]1,4



 

_1224009412.unknown

_1224009444.unknown

_1224009476.unknown

_1224009492.unknown

_1224009500.unknown

_1224009504.unknown

_1224009508.unknown

_1224009510.unknown

_1224009512.unknown

_1224009513.unknown

_1224009511.unknown

_1224009509.unknown

_1224009506.unknown

_1224009507.unknown

_1224009505.unknown

_1224009502.unknown

_1224009503.unknown

_1224009501.unknown

_1224009496.unknown

_1224009498.unknown

_1224009499.unknown

_1224009497.unknown

_1224009494.unknown

_1224009495.unknown

_1224009493.unknown

_1224009484.unknown

_1224009488.unknown

_1224009490.unknown

_1224009491.unknown

_1224009489.unknown

_1224009486.unknown

_1224009487.unknown

_1224009485.unknown

_1224009480.unknown

_1224009482.unknown

_1224009483.unknown

_1224009481.unknown

_1224009478.unknown

_1224009479.unknown

_1224009477.unknown

_1224009460.unknown

_1224009468.unknown

_1224009472.unknown

_1224009474.unknown

_1224009475.unknown

_1224009473.unknown

_1224009470.unknown

_1224009471.unknown

_1224009469.unknown

_1224009464.unknown

_1224009466.unknown

_1224009467.unknown

_1224009465.unknown

_1224009462.unknown

_1224009463.unknown

_1224009461.unknown

_1224009452.unknown

_1224009456.unknown

_1224009458.unknown

_1224009459.unknown

_1224009457.unknown

_1224009454.unknown

_1224009455.unknown

_1224009453.unknown

_1224009448.unknown

_1224009450.unknown

_1224009451.unknown

_1224009449.unknown

_1224009446.unknown

_1224009447.unknown

_1224009445.unknown

_1224009428.unknown

_1224009436.unknown

_1224009440.unknown

_1224009442.unknown

_1224009443.unknown

_1224009441.unknown

_1224009438.unknown

_1224009439.unknown

_1224009437.unknown

_1224009432.unknown

_1224009434.unknown

_1224009435.unknown

_1224009433.unknown

_1224009430.unknown

_1224009431.unknown

_1224009429.unknown

_1224009420.unknown

_1224009424.unknown

_1224009426.unknown

_1224009427.unknown

_1224009425.unknown

_1224009422.unknown

_1224009423.unknown

_1224009421.unknown

_1224009416.unknown

_1224009418.unknown

_1224009419.unknown

_1224009417.unknown

_1224009414.unknown

_1224009415.unknown

_1224009413.unknown

_1224009380.unknown

_1224009396.unknown

_1224009404.unknown

_1224009408.unknown

_1224009410.unknown

_1224009411.unknown

_1224009409.unknown

_1224009406.unknown

_1224009407.unknown

_1224009405.unknown

_1224009400.unknown

_1224009402.unknown

_1224009403.unknown

_1224009401.unknown

_1224009398.unknown

_1224009399.unknown

_1224009397.unknown

_1224009388.unknown

_1224009392.unknown

_1224009394.unknown

_1224009395.unknown

_1224009393.unknown

_1224009390.unknown

_1224009391.unknown

_1224009389.unknown

_1224009384.unknown

_1224009386.unknown

_1224009387.unknown

_1224009385.unknown

_1224009382.unknown

_1224009383.unknown

_1224009381.unknown

_1224009364.unknown

_1224009372.unknown

_1224009376.unknown

_1224009378.unknown

_1224009379.unknown

_1224009377.unknown

_1224009374.unknown

_1224009375.unknown

_1224009373.unknown

_1224009368.unknown

_1224009370.unknown

_1224009371.unknown

_1224009369.unknown

_1224009366.unknown

_1224009367.unknown

_1224009365.unknown

_1224009356.unknown

_1224009360.unknown

_1224009362.unknown

_1224009363.unknown

_1224009361.unknown

_1224009358.unknown

_1224009359.unknown

_1224009357.unknown

_1224009352.unknown

_1224009354.unknown

_1224009355.unknown

_1224009353.unknown

_1224009350.unknown

_1224009351.unknown

_1224009349.unknown

