MP* : arithmétique, structures, algébre linéaire

1 EXERCICES

1 Exercices
Exercice 1.1 Soit (P,), une suite de polynomes telles que

Yn>2 P,(X)=(2-X)P,_1(X)—P,2(X)avec Pp(X)=1let P(X)=1-X
Donner la décomposition en irréductibles sur R de P,.

1+iV7

Exercice 1.2 On note a = 5 .

1. Trouver un polynoéme P non nul a coefficients entiers de degré minimal tel que P(«) = 0.
2. Montrer que A = {a +ba; (a,b) € Z*} est un anneau.

3. Vérifier que z € A implique que |z|2 eN.

4. En déduire les éléments inversibles dans A.

5. Parmi les nombres premiers 2, 3, 7, 11, déterminer ceux qui sont irréductibles dans A.

Exercice 1.3 1. Soit f € R[X] tel que Vz € R, f(z) > 0.

a) On suppose que f n’a pas de racine réelle. Montrer qu’il existe a,b € R[X] tels que f = a? + b°.
ppose q p q q

(b) On suppose que f est scindé sur R. Montrer qu’il existe ¢ € R[X] tel que f = c2.

(c) En conclure que f peut toujours s’écrire sous la forme f = a? + b2, a,b € R[X].

2. Que dire de f € R[X] si 'on demande seulement que Vo € Ry, f(x) > 0.
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2 Indications

Indication pour ’exercice : Pour =z € R fixé, on obtient une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son polynéme
caractéristique admet deux racines réelles si x > 4 donc on obtient la formule explicite de P,(x) sous la forme d’une
expression en radicaux (1'utilisation du bindme permet de se convaincre de 'expression est en fait polynomiale). On obtient
ainsi expression de x +— P, (z) sur [4,+00[ donc sur R (par unicité du polynome représentant une fonction polynome).
Pour les racines, les rechercher sous la forme x = 2 + 2 cost et utiliser 'expression avec radicaux (on justifiera que 'on peut
l'utiliser)

Indication pour ’exercice [1.2]:

1
1. Elever o — 3 au carré et obtenir au final un polynoéme unitaire. Si un autre polynome de degré moindre (donc de degré

< 1) annule « alors « est rationnel.

2. Montrer que c’est un sous anneau de C (pour le produit, utiliser le fait que a? est une expression en «, question 1)
3. 11 suffit de calculer |z|* !

4. Si z est inversible, justifier que |z|2 =1 (uv = 1 puis passer au module et se rappeler que |z\2 est un entier positif). En
1
déduire que a? + 2b®> — 1 = —ab et majorer |ab| par i(a2 + b?).
5. Si n est non irréductible alors n = uwv et passer au module carré. En déduire que dans certains cas, u ou v sont de
module 1 donc inversible donc n est irréductible. Dans les cas restants, aboutir a une équation diophantienne, fixé 'une

des variables et voir a quelle condition ’autre variable peut étre réelle, ce qui élimine d’entrée pas mal de possibilités.
Avec les solutions obtenues essayer d’obtenir des décompositions de p.

Indication pour P’exercice [1.3|:

1. Soit f € R[X] tel que Vx € R, f(x) > 0.

(a) Tout polynome sur R est produit de facteurs linéaires et de trindmes sans racines. Justifier ensuite de tout trinome
sans racines est somme de deux carrés (faire un début de carré) puis utiliser que

(a® +b%)( + d?) = |a +ib|* |c + id|?

pour voir que le produit de deux sommes de deux carrés est somme de deux carrés.

(b) Tout polynéme sur R est produit de facteurs linéaires et de trinomes sans racines. Discuter alors la multiplicité
des racines (on pourra s’entrainer avec deg f = 2 puis deg f = 4 dans le doute)

(¢) Tout polynome sur R est produit de facteurs linéaires et de trindmes sans racines (je deviens gateux :=) )
2. Montrer que 'on peut se ramener au cas ot f est scindé sur R (Tout polyndme sur R est produit de facteurs linéaires
et de trindmes sans racines, le vieux radote :=)). Justifier alors que les racines positives ont une multiplicité paire et se

ramener & traiter le cas d’'un polynome scindé sur R dont les racines sont négatives. Montrer alors que f s’écrit P+ x@Q)
ou P et () sont positifs sur R.
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3 Corrections

Correction de I’exercice : Une récurrence double montre que Vn € N, deg P, = n (poser (P,,) : deg P, = n et
deg P,+1 = n+ 1. Pour 'hérédité, (2 — X)P,, est de degré n+ 1 et P,,_1 est de degré n donc P,y = (2— X)P, — P,—1(X)
est degré n + 1).

Si a,, désigne le coefficient dominant de P,, le fait que deg P,, = n et la relation de récurrence satisfaite par les P, montre
que Vn > 1, api+1 = —a, donc a, = (=1)""ta; = (-1)".

Pour factoriser P,, nous allons rechercher ses racines complexes, ce qui nécessite & priori 'explicitation de P,.

e Explicitation de P, (z) lorsque z €]4, +00|.
Pour cela, nous allons travailler & z fixé dans R. Le polynéme caractéristique de cette relation de récurrence est

T°=02—-2)T -1
dont le discriminant est A = (2 —z)%2 —4 = 22 — 4z = x(x — 4). Pour que ce discriminant soit strictement positif, nous

2—zt/x(x—4)

5 et donc il existe deux constantes

exigeons que x €]4, +oo[. Dans ce cas, les racines sont T (z) =

(par rapport a n) réelles a(z) et 5(z) tels que

Ve € 4,400, Vn>2,
Poz) = af) (2—x+2x(x—4)> +ﬁ<x)<2—x—2x(m_4)> |

Explicitons a(z) et S(x). En particularisant la formule précédente pour n = 0 et 1, on obtient

a(r) + p(z) =1

a(x)QiIJr 2z(x74)+6(x)27x7 2x(x74) P

et une résolution directe par substitution nous montre que

x4 x(r—4)
olr) == o(z —4)

ozt /a(r—4)
plz) = 2/ x(x —4)

ce qui nous donne au final
Ve € 4,400, Vn>=2:

 —zta(r—4) (2—-a+ Jx(z —4) oay z(x—4) [2—z— Jz(x —4) !
Fal@) 2\/x(x — 4) ( 2 ) * 2/x(x — 4) ( 2 )

Remarque : Cette formule semble étre un peu barbare mais si, par analogie avec les complexes et i = /—1, on admet que

X+ VXX —-4)2—-X+/X(X —-4))
le conjugué de P++/Q est P—+/Q alors P,,(X) n'est que la "partie imaginaire” de ( * ( ))<2n + ( )

donc il s’agit d’un polynome

e Explicitation du polynéme P,.
Contre toute attente, I’expression

—z+ /z(x —4) (2—x+\/x(x—4)>n+x+ x(x—4) (2—30— x(m—4)>n
2 2

2/x(x —4) 2\/x(x —4)

est un polynome de R[X]. En effet, la formule du binéme de Newton montre que

(m+2$>ni<z>( m(x74)>k(2fz)"*k
k=0
(2—$— $($—4))n = (—m+2—x)n:i<2) (_ x(x_4)>k(2_$)nfk

_ go (Z) (—1)* ( o(z — 4))k_(2 — )"k,
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ce qui nous fournit

(2-o- Vi 1)' - (2-at vaa-D) = 3 (})t -0 (Ve D) oo
k=0
= -9 OQEKn (ka 1) ( x(x — 4))2k+1 (2 — ) 2R+
- Aeld) 2 <2kn+ 1) (a(z = 4))" (2 — )" )

0<2k+1<n

et
(2—3:— x(az—4))n+(2—x+ x(:z:—4))n = . (Z>(1+(1)k)( :r(:z:—4))k(2—:r)””C
k=0
-2 ¥ (;) (x/x(x—4)>2k(2—x)”72k

0<2k<n

-2 ¥ (5 Gl 0t eoa o

0<2k<n

~—

L’expression de P, sous forme de radicaux (valable si x €]4, 400[) nous permet d’écrire

2"\ Jx(x —4)P,(x) = (—x +vz(z - 4)) (2 —z+ \/m)n + (sc +Va(r — 4)) (2 —x—z(z— 4))n
x [(2—1:— z(m—4)>n - (2—$—|— :c(x—4))n}
+vVz(x —4) [(2—@“—}— m(x—4)>n+ (Q—x— x(x—4))n} )

ce qui combiné aux égalités et nous donne

R R e D SR (A [ CE N R

donc on en déduit que

Po(z) = 2% DY <2kn+ 1) (@(z—4)f 2—a)n" @D+ B (27;) (z(x—4)" 2 —a2)" 2P|,

0<2k+1<n 0<2k<n

ce qui montre que ’expression obtenue est bien polynémiale. En outre, puisque les polynémes P, et

1 X Z ( " ) (X(X - 4))k (2 - X)ni(QkJrl) + Z (;;) (X(X — 4))k' (2 _ X)n72k)

2n 2k +1
0<2k+1<n 0<2k<n

coincident sur ’ensemble infini |4, +00[, on en déduit qu’ils sont égaux. Par conséquent,

VneN, PX) =g |-X % ( y )(X<X—4))’“ (2 X)) 4 % (;) (X(X —4)* 2-x)"2"

- on 2k +1
0<2k+1<n 0<2k<n

Détermination des racines de P,,.

Il ne reste plus qu’a déterminer les racines d’un tel polynéme ! Pour cela, on recherche a priori la forme des racines et
lanalogie formelle située dans la remarque de la détermination de P, lorsque z €]4, +oo[ va nous aider.
Recherche formelle

On remarque pour commencer que

X(X—4):X2—4X:(X—2)2—4:4[(X—1>2—11.
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X
On remarque alors que si 5~ l=cosp< X =2—2cospet!l'ona

Y 2
X(X-4)=14 [(2 - 1) - 1] = 4(—1+ cos® ) = —4sin? p = (2isin p)?

Avec un tel choix de X = 2—2cosp on a /X (X — 4) = 2isin ¢ et son conjugée complexe est —2isinp = —/X (X — 4).
Déterminons les racines de P, de la forme 2 — 2 cos ¢

Par périodicité et parité de la fonction cos, on peut supposer que | ¢ € [0, 7] |. Nous utilisons alors le raisonnement de

la partie détermination de P, (x) lorsque z €]4, +oo[. Puisque (P, (2 —2cos ¢))n>0 est une suite récurrente linéaire
d’ordre 2 dont le polyndéme caractéristique est

T2 =(2—-(2-2cos)T -1 T*=2Tcosp—1<T?*—2Tcosp+1=0

dont les racines sont
Ty = cosp + ising = =%,
Si ’on suppose que
¥ 4 e T o 4 —pmod2r < 2p # 0mod 21 & ¢ # 0mod 7w < ¢ €]0, 7|
ce polynome admet deux racines complexes distinctes donc ils existent deux complexes a(yp) et 5(¢) tels que
VneN, Py(2-2cosp) = a(p)(e?)" + Blp)(e¥)" = a(p)e™ + Bp)e™"¢

En particularisant la formule précédente pour n = 0 et 1, on obtient

{ alp) +B(p)
a(p)e’ + B(p)e "

1
1—(2—2cosg) =2cosp—1 =e¥4e -1

et une résolution directe nous montre que

alz) = —1+ exp(ip)
27 singg )
_ —lH4exp(—ip)
Bla) = 2isin ¢

(on remarque que ’hypothése ¢ €]0, 7| est utilisé ici pour effectuer la division) ce qui nous donne

(—1+e)em? — (=14 e ¥0)e ¢
2¢ sin

P,(2—2cosyp) =

On remarque ensuite que les deux termes de la somme sont conjugués (z —z = 2iIm(z)) donc on peut écrire

P22 - 2iIm [(—1 4 e'%)e’¥] ~Im (=1 + €e'?)e™?] _Im [(e%%/2 — emi/2)ein+1/2)¢]
" cose) = 24 8in @ N sin ¢ N sin ¢

. 1 1
Im(2i sin %el("“/m“’) 2sin % cos(n + 5)90 cos(n + 5)90
- sin ¢ ~ 2sin % cos % T cos %

™
Puisque l'on a supposer ¢ €]0, 7| alors b €]0, 5[ donc cos% # 0 et l'on est assuré que le quotient précédent existe.

On obtient alors

1 1 2k+1
P,(2—2cosp) = O@cos(n+§)<p=0<:>(n+§)90=g—i—kw:#, kel
(2k+ 1)m
= keZ
7 2n+1 7 <

Puisque l'on doit avoir ¢ €]0, [, on en déduit que k € [[0,n — 1]] (en particulier, cela implique que n > 1) La fonction
2k + 1)m

x +— 2 —2cosx étant injective sur |0, 7 et puisque les réels ( 1
n

) appartiennent a ]0, 7[, on en déduit
ke[[0,n—1]]

que les n réels

2k + 1w

1 ke[[0,n—1]]

T = 2 — 2cos
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sont deux a deux distincts.et ce sont des racines de P,,. Or nous savons que P, est un polynome de degré n (cf. le
début de Iexercice) donc P, est scindé a racines simples sur R et ses racines sont les
2k + 1)m
2—2cos——F—=, ke[l0,n—-1
= kelln-1]
Au début de V'exercice, nous avons montrer que le coefficient dominant de P, est (—1)" donc la décomposition sur R

de P, est donnée par :
n—1

Vn>1l, Pu(X)=(-1" H (X — 24 2cos
k=0

(2k+1)m
2n+1

Pour finir, on constate que le polynéme Py = 1 ne posséde pas de racines.

Correction de D’exercice [1.2] :

1. o

20— 1=iVTe 2012 =-Te4? —4a+8=0a?>—-a+2=0.

Par conséquent, le polynome P(X) = X2 — X + 2 convient. S’il existe un polynéme non nul Q € Z[X] tel que
deg Q < deg P = 2 alors @ est de la forme Q(X) = aX + b avec a,b deux entiers naturels. Puisque @ est non nul et
qu’il admet o comme racine alors a # 0 (un polynéme constant possédant une racine est nul). Par conséquent, on a

1+iV7
2

1+iV7

Q(a):0<:>aa+b=0<:>a:0—ge<@:> EQ=i/T7€Q

a

ce qui est clairement impossible. Donc P(X) = X2 — X + 2 est un polynéme non nul de Z[X] de degré minimal
admettant o comme racine.

. A étant inclu dans (C, +, x), il suffit de montrer que A est un sous-anneau de C, c’est-a-dire qu’il contient 1’élément

neutre de 'addition (ici 0) , ’élément neutre de la multiplication (ici 1) et qu’il est stable par addition, soustraction et
multiplication.

e 0=0+0xacdetl=14+0xac A

e Soient z et 2z’ deux éléments de A. Alors il existe a, b, ¢, d quatre entiers relatifs tels que z = a + ba et 2’ = c+da.
On a alors
242 =(a+ba)*(ct+da)=(atc)+ (btdac A
—_— =
€z €z
donc A est stable par addition et soustraction. En utilisant que a? = a — 2 (« est racine de P), on a également

/

zx 2 = (a+ba)(c+da)=ac+ ada + bea + bda® = ac + (ad + be)a 4 bd(o — 2)
= (ac—2bd) + (ad+bc+ bd)a € A
—_— —/ ——
€Z EZ

donc A est stable par multiplication, ce qui achéve la preuve que A est un anneau.

b7

. Si z € A alors il existe deux entiers naturels a et b tels que z = a + bae = a + 5 + ZT et 'on a
2 b, T 2 2
|z] :(a+§) +T =a“+ab+2b" €N
. Si z est inversible alors il existe 2 € A tel que zz' = 1. En passant au module carré, on obtient que |z|*|2/|* = 1.

Or |z|2 et |z’\2 sont deux entiers naturels positifs et le produit de deux entiers naturels positifs est égal & 1 si et
. ) X . 2 R
seulement chacun de ces entiers naturels est égal a 1. Autrement, on vient de montrer que |z|” = 1, ce qui s’écrit encore

a® +ab+ 2b* =1 si z = a + ba. En utilisant la majoration classique |ab| < §(a2 +b?), on obtient

1 1
a’ +ab+ 20> = 1©a2+2b2—1=—ab<|ab|S§(a2+b2)®a2+2b2—§(a2+b2)Sl
2 2
& %+%<1@.a2+3b2<2.

Si b # 0, puisque b est un entier relatif, on a

P>1=32>23=>a>+32>3>2
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ce qui est impossible. Par conséquent b = 0 et I'égalité a® + ab + 2b> = 1 montre que a? = 1 donc a = %1. Ainsi, si un
élément z de A est inversible alors z = +1 € A. Réciproquement +1 est inversible dans A car (+1)(+1) = 1 donc £1
est son propre inverse.

Conclusion : les éléments inversibles dans A sont simplements les deux nombres 1 et —1.

5. Rappel : un élément non nul © d’un anneau (A, 4+, x) est dit irréductible si 'égalité x = ab, ot a et b sont deux
éléments de A, implique a ou b est inversible dans A.
Par conséquent, un élément non nul x est réductible dans A si l'on peut I’écrire x = ab, ot a et b sont deux éléments
non inversibles de A.
Cas particulier de I’anneau A : Soit p est un nombre premier dans N (donc p = p 4+ 0 X « est un élément de A). Si
p =22, ol z et 2/ sont deux éléments de A, alors en passant au module carré, on obtient p? = |z| |2/|*. Puisque |z|* et
|2’|* sont des entiers naturels (cf.3) et que leur produit est égal a p?

dans N montre que

, P'unicité de la décomposition en facteurs premiers

2" =pet | =p
ou

2> =1et || = p?
ou

2P =pPet [P =1
Si 'on montre que 'égalité |z|* = p est impossible alors nécessairement |z|* = 1 ou |2/|*
4) montre que z ou 2’ est inversible dans A donc p est irréductible dans A.

Si I’égalité z|2 = p admet des solutions, leurs explicitations nous permettrons de connaitre les valeurs possibles de z
(et donc de 2’).
Si z = a+ ba, avec a,b € Z, la question 3) montre que I'égalité |z|2 = p s’écrit encore

= 1. Dans ce cas, la question

(Ep) a® +ab+2b* =p

Commengons par quelques remarques :

2

Remarque 1 : | b ne peut étre nul, sinon ¢ = p, donc a divise p et p étant premier, on a a = 1 ou a = p, ce qui est

impossible car 12 # p et p? # p.
pour b fixé, on peut voir 'équation (E,) comme une équation du second degré en a. Son discriminant

est A = b —4(2b% — p) = 4p — Tb. Si cediscriminant est strictement négatif, alors 'équation ne peut avoir de solutions
réelles donc entiéres. Ceci se réalise ssi
4 4
A<O0sb>2L o o> 2L
7 Vb2=|b| 7

4
Par conséquent, I’équation (E,) ne peut avoir de solutions entiéres si || > 4/ 729

En considérant cette méme équation (E,) pour a fixé, un raisonnement analogue montre que ’équation (E,) ne peut

. . o 8p
avoir de solutions entiéres si |a| > -

Conclusion : en utilisant les remarques 1 et 2, on obtient que les seules solutions (a, b) possibles a I’équation (E,) sont

celles pour lesquelles
/8p [4p
< t bl <
|al - e 0 < |b] -

8
Sip=2alors 0 < |b| < \/; ~ 1.07 donc b € {1, —1}. Dans ce cas b> = 1 et I'équation (Es) devient

a>+ab+2=2da’*+ab=0ca=00ua=—b
Par conséquent, ’équation (E2) admet pour ensemble de solutions

Sy = {(0’ _1)7 (0’ 1)7 (17 _1)7 (_L 1)7}
. 12 2 , : :
Sip=3alors 0 < [b] < - = 1.31 donc b € {1, —1}. Dans ce cas, on a de nouveau b* = 1 et I'équation (Es3) devient

—b+ 5

a>+ab+2=3cd*+ab—1=0sa= 3 ¢ 7
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Par conséquent, 1’équation (F3) n’admet aucune solution et Sz = ()
4x7
Sip="Talors 0 < |b| < -

=2donc be {-2,-1,1,2}.
Supposons que b € {—1,1} alors b*> = 1 et Péquation (E7) devient

b+ 26

a+ab+2=7T<d’+ab-5=0a= 5

¢ Z,

ce qui est impossible.
Supposons que b € {—2,2} alors b*> = 4 et 'équation (E7) devient

a2+ab+8:7©a2+ab+1:0®a:%b

Par conséquent, 1’équation (E7) admet pour ensemble de solutions
S7=A{(1,-2),(-1,2)}
4x11

Sip=11alors 0 < |b] < ~ 251 donc b € {—2,-1,1,2}.

Supposons que b € {—1,1} alors on a b? = 1 et 'équation (FEj;) devient

—b+ 37

a>+ab+2=11sad*+ab-9=0sa= 5 ¢ Z,
ce qui impossible.
Supposons que b € {—2,2} alors on a b? = 4 et 'équation (Fj;) devient
—b+4
a?+ab+8=11<a’>4+ab-3=0 & a= +
A=b2+12=16 2

Par conséquent, I’équation (E7) admet pour ensemble de solutions

S = {(37 *2)3 (17 2)}
Ainsi, la seule équation impossible est (F3) ce qui implique d’aprés les raisonnements du début que 3 est irréductible
dans A.
Par contre, les autres équations sont solubles. Rappellons que les solutions (a,b) des équations (E,) correspondantes
aux éventuels éléments z,z’ de A pour lesquels p = 22/, 2z = a + ba et |z|2 = p. En testant les diverses valeurs
possibles pour z et 2z’ obtenues grace aux solutions de (E,), on obtient que
Pour p = 2, en considérant les solutions (0, —1) et (—1,1) de (E2), on aboutit aux éléments de A

147 , L4+iVT  —14+4V7 , 1+iV7\ [(—14iV7
-, =—-1+ = et 'onazz = | — =2.

D = 2 9 2 2

Puisque \z|2 #*1et |2 |2 # 1, aucun des deux complexes z et z’ n’est inversible dans A, ce qui montre que 2 n’est pas
irréductible dans A

Pour p = 7, en considérant les solutions de (1, —2) et (—1,2) de (E7), on aboutit aux éléments de A

LT _ 144V/7
B 2

5 =—iVTetlonazz =7

z=1-2x 7, Z=-14+2x
. 2 /2

Puisque |z]” # 1 et |Z/|

irréductible dans A.

Pour p = 11, en considérant les solutions (3,—2) et (1,2) de (E11), on aboutit aux éléments de A
1+iV7T

L
e=3-2x — =20V, z’:1+2><%ﬁ:?qLi\ﬁetl’onazz’:ll

# 1, aucun des deux complexes z et 2’ n’est inversible dans A, ce qui montre que 7 n’est pas

Puisque |z|° # 1 et |2/|?
irréductible dans .A.
Conclusion : seul 3 est irréductible dans .A.

Remarque : on rappelle que deuzx éléments sont dit associés ssi ils sont égauz & un inversible prés. Par conséquent,
deuz éléments z et 2’ de A sont associés ssi z' = +z.

Dans Uanneau A, si un élément z est tel que |z|2 est un nombre premier p alors z est irréductible. En effet, si z = wt
alors en passant a la norme carré, on a |w|* |t|*> = p. Puisque |w|* et |t|* sont des entiers naturels et que p est premier,
on en déduit que |w|* =1 ou |t|> = 1. Par la caractérisation des inversibles de A (question 3), on obtient que w ou t
sont des inversibles, ce qui montre que z est irréductible. Ainsi,

# 1, aucun des deux complexes z et z’ n’est inversible dans A, ce qui montre que 11 n’est pas
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e pour p = 2 et 11, on constate que p est le produit de deuz irréductibles z,2'de A et que z et z' ne sont pas
associés.
2

e Pour p="T, on constate que p est le produit de deux irréductibles z,z' qui sont associés donc p est associé o z*,

ot z est irréductible dans A.

e Pour p =3, p est irréductible dans A.

1l existe une explication & ces résultats a priori épars.

Les remarques 1 et 2 montrent que 0 < |b| < p et puisque p est un nombre premier, cela implique que b est premier
p (si d divise b et p alors d=1 ou d=p, si d=p alors p divise b donc b=pk=plk|=]b|<k=p<1/!).

En particulier, la classe b= bmodp est inversible dans l'anneau Z/pZ.

Ce fait remarquable, combinée au fait que p = Omodp, va nous permettre de ramener Uexistence de léquation (E,)
a Dexistence d’une équation polyndémiale & coefficients dans Z/pZ. Pour cela, pour tout entier naturel x, on note T la
classe modulo p.

Soit (a,—b) une solution de (E,) (on peux toujours remplacer b par —b), on a a*> — @b + % — Omod p. Puisque b
étant inversible dans Z/pZ, on peut "diviser" par % (autrement dit multiplier par (571)2 ce qui nous donne

@ —ab+3b =O0modp g @ )2 —a '+2=0modp
x(b" )2

En posant T = 6571, on obtient que T est racine du polynéme R,(X) = X2 — X +2 a coefficients dans 7/ pZ.
Remarquons que ce polynome n’est rien d’autre que la réduction modulo p du polynéme minimal de o qui engendre A.
Dresser le tableau des valeurs de R, selon les valeurs de p

’p:2 T 0|1
Ro(Z) |00
(p=3 |z 0112
Rs(m) | 221
(p=7 % 1 31456
R:(z) |2|2]4]1]|0|1]4
[p=11]7% 0[1]2[3]4|5[6 |[7][8]9]10
Ry [2]2]4|8(3[0]10[0|3[8|4

donc nous disposons de la factorisation de R, en produits d’irréductibles dans Z/pZ|X| donner par

Ry(X)=X(X -1), R3(X)=R3(X), Ri(X)=(X-4)?° Ru(X)=(X-5)(X-T7)
On constate que lorsque le polynéme R, (réduction de X* — X + 2 modulo p) est de la forme
e R, = mimy avec ; rréductibles non associés de Z/pZ[X], le nombre premier p est associé au produit de deux
irréductibles non associés z1 et zo dans A.
o R, = 72, avec w drréductible dans Z/pZ[X)], alors p est associé au carré d’un irréductible z de A.
o R, =m, avec m irréduction sur Z/pZ[X], le nombre premier p est irréductible sur A.

Ces résultats se généralisent de la fagon suivante (& Uaide de la théorie des anneaux de Dedekind) : soient P € Z[X]
unitaire, a une racine complexe de P et A, l'anneau définit par

A=7Z[o] ={Q(a), Q €Z[X]}
1+iV7

(dans notre cas P = X?— X +2, a= — et A= A). Soit p un nombre premier, alors, sous certaines hypothéses

(satisfaitent dans notre cas), si la réduction de P modulo p est de la forme P = (w1)®* -+ (7)) alors p se décompose
dans A sous la forme p = e(21)t -+ (z:)¢", ou les z; sont des irréductibles de A (que l'on peut en fait construire
explicitement & partir de p et de m;) et € un inversible de A.

Correction de 1’exercice : Comment par un petit rappel : P'anneau R[X] est euclidien, ce qui implique tout
polynome de R[X] s’écrit comme le produit de polynomes irréductibles. D’autre part, les irréductibles de R[X] sont tous les
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polynoémes du premier degré et tous les polynémes du second degré sans racines sur R, c’est-a-dire a discriminant strictement
négatif. Ainsi, tout polynome P de R[X] s’écrit

P(X) =\ (H(X - ri)%) [Tx2+a;x +0)% |,

i€l jeJ

ou I et J sont deux ensembles finis (éventuellement vide et dans ce cas le produit est égal a 1), A, 7, a;,b; sont des réels avec
a? — 4b; < 0 (discriminant strictement négatif) et les o; et ; sont des entiers naturels non nuls.
Remarquons que dans l’écriture de P nous avons factorisé les coefficients dominants des facteurs linéaires et du second degré

et nous les avons regroupé dans la constante A (d’ou le fait que tous les facteurs ont un coefficient dominant égal a 1)

1. (a) Soit f un tel polynome.
Si f est un polyndéme constant C, puisque [ est positif, la constante C est réelle positive donc elle admet une
racine carrée réelle et 'on peut écrire (\/5)2 avec VC € R, ce qui démontre le résultat attendu.

Si f est un polynome non constant alors f s’écrit sous la forme f(X) = A | [[(X%2+a;X +b;)% |, ou J est
jeJ

un ensemble fini non vide. Chaque trinome étant de signe constant (car ils n’ont pas de racines dans R) et leur
coefficient dominant respectif étant 1, on en déduit qu’ils sont tous positifs sur R. Puisque f est positif, la constante
réelle A Pest également donc on peut 'écrire (v/A)? oit v/ est un réel.

Montrer que tout trindome X2 + a; X + b; s’écrit sous la forme P? + Q?, ou P;,Q; sont des polynomes de R[X].
Pour commencer le trindme admet comme discriminant le réel A; = a? —4b; < 0 donc —A; est strictement positif,
ce qui permet de I'écrire A; = —5? (avec 0; = /—A; par exemple). Ensuite, on utilise la célébre méthode "du
début d’'un carré"

N2 a2 a:\2 4b; — a2 aN2 A
X2 X - (X CLJ) _ »:(X J) #:(X J) _ =
+a; X + b + 5 1 +b; + 5 + 1 + 5 1

aj\2 o a;\2 5\’
- (x 4) % ( X J) %
( + 2 * 4 + 2 + 2
Nous venons donc de montrer que tout trinome X2 + a; X + b; avec a? — 4b; < 0 s’écrit sous la forme P? + Q7.
Montrons par récurrence que tout polynéme F' qui s’écrit comme le produit de n trinémes de la forme X 2—1—an +bj,
avec ajz —4b; < 0, est de la forme F' = P? + Q%

Pour n = 1, nous venons de le faire, supposons que cela soit vrai pour n. Soit F' un polynéme égal au produit

de n + 1 trinémes de la forme X2 + a; X + b;. On peut appliquer alors '’hypothése de récurrence au polynome
S = [1 (X% +a;X +b;) donc S = P? + Q. D’autre part, on peut écrire X2 + ap1X + b1 = A% + B2, donc

Jj=1

3
¥
=

F = (X?+a;X +b) =85 x (X2 + a1 X +bpy1) = (PP+Q*)(A* + B*) = (P +iQ)(P —iQ)(A+iB)(A—iB

I
—

= [(P+iQ)(A+iB)|[(P —iQ)(A—iB)] = [(PA—QB) +i(QA+ PB)|[(PA - QB) —i(QA + PB)|
(PA—QB)* + (QA+ PB)?,

ce qui montre que F' s’écrit bien comme la somme de deux carrés. L’hérédité est donc démontré et cela achéve la
récurrence.
Remarque : Dans C, on |a + ib|2 =a?2 4 b2 si a et b sont réels et le produit de deux modules carré est un module
carré (celui du produit), ce que l'on peut écrire comme le produit de deux sommes de deux carrés est la somme de
deuz carrés. La preuve étant purement algébrique, nous n'avons eu qu’a la retranscrire dans R[X].
Revenons & notre polynome f. Nous savons maintenant que le polynéme [T (X2 + a; X + bj)B i, qui est le produit
jeg

de > B; trindmes de discriminant strictement négatif, s’écrit

jeJ

[IX2+a;X +b))% = 4> + B
JjeJ

ot A, B sont deux éléments de R[X] et que A s’écrit (vA)2, oit VA € R, on en déduit que f s’écrit
£ = (VA(A? + B?) = (VAA)? + (VAB),

ott VAA et vAB sont deux éléments de R[X]. Le résultat escompté est démontré.
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(b)

Si f est scindé sur R[X]. Soit f est non constant sur R et comme il est scindé, la constante est nécessairement nul

et f =0 =02 soit f est non constant sur R. Il s’écrit alors f = \ (H (X — TZ')O”) , ol les r; sont des réels deux
i€l

a deux distincts, «; des entiers naturels non nuls et A une constante réelle non nulle. Les nombres «a; étant tous

entiers naturels non nuls, ils s’écrivent tous sous la forme «; = 2, + 0; avec 0; € {0, 1} (J; n’est que le reste de la

division euclidienne de «; par 2). Nous pouvons alors écrire f sous la forme

=2 (H(x - >> [Tex —r) = <H<X - >> [T =)™

iel iel iel iel

2
(en fait, on vient d’extraire tous les facteurs carrés du produit). Puisque les polynomes f et (H (X — ri)7i>
i€l
sont positifs sur R et que \ est de signe fixe (sic), on en déduit que le polynome [] (X —r;)% est de signe constant
iel
sur R. Montrons alors que tous les §; sont nuls. On procede par ’absurde en supposant qu’un au moins des 9;

solent non nuls. Alors dans le produit [ (X — ;)% les facteurs correspondant & &; = 0 sont égaux a 1 et les
iel
facteurs correspondant a §; = 1 sont de la forme X — r;, ce qui permet d’écrire

[T —ri)% = (X —ri)) - (X =13,

el

ol les r;, sont deux a deux distincts. Un tableau de signe nous montre alors clairement que

(X —ri) - (X =ri,) = [[(X =)

icl

n’est pas signe constant donc tous les §; sont nuls, ce qui implique que f s’écrit

f=A (H(X - r¢)7i>

el

2

Les polynémes f et (H (X — ri)%‘> sont, positifs sur R donc A est positif et A admet une racine carrée réelle.
il

On peut des lors écrire

F0) = VX (H(X - n-)"’i) = (ﬁH(X - n—)”) ,

iel i€l
ce qui démontre le résultat attendu.

Si f est un polyndéme constant, cette constante A est nécessairement positive donc elle admet une racine carré
réelle et f = (v/A)2, ce qui démontre le résultat.
Si f est un polyndéme non constant alors il s’écrit

f(X)=2A (H(X —Ti)ai> H(X2 —&-an—i—bj)ﬂJ' avec Vj € J,; a? —4b; <0
i€l jeJ

Chaque trinome X2 + a; X + b; étant positif sur R (sans racine sur R donc de signe constant et le coefficient

dominant est 1), on en déduit que le produit [] (X? + a; X + bj)Bj est positif sur R. Puisque les polyndomes
jeJ

fet JT(X?+ a; X + bj)BJ‘ ainsi que la Constajnie A sont de signe constant sur R, on en déduit que le produit

11 (XJE—JTi)O‘i est de signe constant sur R. Or nous avons vu dans la question 1.b) que le fait qu’un tel produit soit

Zdeelsigne constant implique que tous les exposants «; sont pairs, donc ils s’écrivent o; = 2y;. On en déduit que f

s’écrit

@ =) (H(X — ri)%) JI(X? +a;X +0))% | = A(H(X - m%) [T(X? +a;X + b))%

S0 sur R i€l JjeJ el lze]

>0 sur R >0 sur R
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2.

Cette derniére écriture implique clairement que A est nécessairement positif donc il admet une racine carrée réelle,
ce qui autorise ’égalité A = (v/A)? dans R. La question 1.a) montre que le produit [] (X2 + a; X + bj)ﬁ-f s’écrit

JjeJ
A% + B2, ou A, B sont deux polynémes réels. Si I'on note C = [] (X — r;)7i, nous avons I'égalité suivante
i€l
F(X) = (VA)PC(A? + B?) = (VACA)? + (VACB)?
ER[X] ER[X]

qui démontre que f est bien la somme de deux carrés de polyndémes réels.
Montrons qu’un tel polynéme s’écrit sous la forme
f(X)=FE*+ F? + X(G* + K?)

Si f est un polynome constant, cette constante A est nécessairement positive donc elle admet une racine carré réelle et
f = (vVN)?, ce qui déemontre le résultat annoncé (E =V, F =G = K =0)
Si f est un polyndéme non constant alors il s’écrit

f(X):A(H(X—m)“‘) H(X2+an+bj)ﬁj avec Vj € J; aj —4b; <0

iel jeJ

Le produit [] (X2 +a;X +b;)% étant positif sur R (donc sur R, ), le polynome f étant positif sur R, et la constante
jed
A étant de signe constant (!), on en déduit que le produit [](X — r;)® est de signe constant sur R.
iel

o Si Pensemble [ est vide alors [[(X —7;)® =1et 'on a
iel

£ =3 [ IO +ax 45,0
jedJ

Les polynomes f et (H (X% +a;X + bj)BJ) étant positifs sur Ry, on en déduit que A est positive. Dans la
jeJ
question 1.a), on a vu que le produit [] (X2 + a;X + bj)ﬁj peut s’écrire comme la somme de deux carrés, ce
jeJ
montre que le polynéme f s’écrit sous la forme E? + F2. Le résultat annoncé est prouvé (G = K = 0)

e Si Pensemble [ est non vide, comme dans la question 1.b), on peut écrire

[[x =r)e = (H(X - Ti)%) [T =7,

iel i€l iel

onViel, r;=2y,+0d;etd; €{0,1}.
Si tous les d; sont nuls, alors

F=MIX?+aX +6)P | TTX —r)™ =X [ [T(X? 4+ a;X + ;)% (H(X - m%)

jed i€l jeJ i€l

Puisque f, (H (X2 +a;X + bj)ﬁj> et (H (X — ri)7i> sont positifs sur R, on en déduit que A est positf. Par
jed il
conséquent, f est clairement positif sur R tout entier donc il s’écrit sous la forme E? + F? et le résultat annoncé
est prouvé (G = K =0).
Si au moins de d; n’est pas nul, le produit [](X — ;)% peut alors s’écrire
iel

H(X =)’ = (X =) (X —7,)

(les facteurs correspondant aux cas 6; = 0 étant égaux a 1). Il est évident que si r;, est négatif alors X — r;, est
positif sur Ry (somme de deux positifs).
Supposons qu’au moins une racine est strictement positive. Le produit (X —r;,)--- (X —r;,) peut s’écrire

(X —ry) o (X =mi) = (X = 7)o (X = )] (X =) (X =7, )]
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ou les ry,, sont les racines négatives et les r,,, sont strictement positives. Le produit (X — ry,,) - (X — ry,)
est alors positif sur Ry (addition de deux positifs est positif puis produit de positifs) alors que le produit (X —
Tm, ) (X —7m,) n'est pas de signe constant sur R (il suffit de dresser le tableau de signe de ce produit en
distinguant le cas t = 1 du cas t > 2). On en déduit que le produit

[OC =)+ (X = ru )] [(X = 7)o (X = )] = (X =73, (X = 7,) = [[(X = 70)”
el

n’est pas de signe constant sur R, ce qui est une contradiction flagrante.
Par conséquent, tous les racines r;, sont négatives, ce qui nous permet de les écrire r;, = —s
On en déduit que f s’écrit

2

7> ot les s;, des réels.

2
FX) =x| I +a;X +0)% | [[]X =r) | (X +s7) (X +57)
- jed iel —
>0 sur Rt >0 sur Ry >0 sur Ry
>0 sur Ry >0 sur Ry

ce qui implique A est positif. Si 'on considére le polynéme @ défini par
2
QUX) = [ JT(X? +a;X +1b,)% <H(X - n')’“> :
= i€l

on constate aisément que @ est positif sur R tout entier, donc il s’écrit sous la forme A2 4+ B2. On en déduit alors
que
QX)X +57)=(A*+ B*)(X +s},) = (s, A)* + (s, B?) + X (A® + B?),

ce qui signifie que le polyndéme s’écrit sous la forme
QX)(X +s7)=C*+D*+ X(A* + B?)
Ensuite, on a

QX)X +s7)(X +57,) = (C°+D*+X(A*+ B*)(X +53,)
= (5,0)? + (55, D)° + (XA)? + (X B)? + X[(5i,4)° + (55, B)* + C* + D?]

Il est évident que les polynomes (s;,C)? + (54, D) + (X A)? + (X B)? et (si,A)* + (81, B)? + C? + D? sont positifs
sur R tout entier donc ils s’écrivent chacun comme la somme de deux carrés. Nous avons alors 1’égalité suivante

QX)(X +s7)(X +53,) = (C1)* + (D1)* + X ((A1)* + (B1)?)

En procédant par itération, on en déduit que le produit Q(X)(X + s7,) - (X + s7 ) s’écrit sous la forme E? +
F? + X(G? + K?), ou E, F,G, K sont des polynomes de R[X] et le résultat annoncé est encore démontré.
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