MP* : structure, algébre linéaire 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 1. Soit K un corps. Montrer que toute matrice A € Ms(K) admet un polynéome annulateur du second
degré.

1 _
2. Soient a, b deux réels et n un entier naturel non nul. On pose A,(a,b) = I + — <Z ab>
n

Calculer [A,,(a,b)]™ et déterminer lirf [An(a,b)]™

Exercice 1.2 Soit G C L(R™) un groupe pour la composition des applications.

1. Montrer que tous les éléments de G ont méme rang p.

o . A
2. Montrer qu’il existe une base B dans laquelle tout élément de G est représenté par une matrice de la forme ( 0)

0 0
avec A € GL,(R).

3. Montrer ’équivalence des trois propositions qui suivent :

(a) u appartient a un groupe G du type précédent.
(b) u et u? ont méme rang.

(¢) R™ est somme directe de Imu et ker u.

Exercice 1.3 Soient a, b, ¢ trois nombres réels distincts et ¢4, ¢y, ¢ les formes linéaires sur R, [X] définies par :
VP eR,[X], ¢1(P)=Pa); ¢,(P)=P(b); ¢3(P)=Pc).
1. Montrer que (¢, ¢4, p3) est libre dés que n > 2.
2. Dans le cas n = 3, trouver une condition nécessaire et suffisante pour que ¢, € Vect(yq, pq, p3) ol ¢, est la forme
linéaire P +— be(t)dt.
Déterminer d;ns ce cas (A, p, v) tel que o, = Ap; + g + vips.

3. Que peut-dire de 'ensemble des polynomes P € R, [X] tels que
@4(P) = Ap1(P) + oy (P) + vps(P) 7

Exercice 1.4 Soit a un endomorphisme de R™ tel que a? — I, = 0 (avec ¢ € N*).

14 ,
Montrer que dim(ker(a — I,)) = = >_ tr(a®).
qi=1

Exercice 1.5 E = R3[X] et a est un réel non nul.
1. Soit F : P+ (P(—a), P'(—a), P(a), P'(a)). Montrer que F est un isomorphisme de E dans R*.

2. Soit (e, ea, e3,¢e4) la base canonique de R*; déterminer P; = F~!(e;).
1

3. Pour P dans E, on pose g(P) = [ ¢P(t)dt. Montrer qu'il existe a1, as, as, as uniques tels que, pour tout P dans E,
-1

g(P) = a1 P(a) + asP(—a) + agP'(a) + a4 P'(—a).
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2 Indications

Indication pour I’exercice [1.1]:

1. Soit on connait le résultat, soit on développe brutalement aA? + bA + cI avec A = <9Zc ZZ>’ ce qui fournit quatre

équations en a, b, ¢. Deux possédent des solutions immédiates (on ne demande pas de résoudre en toute généralité mais
d’obtenir une solution) ce qui donne la troisiéme inconnue.

2. Expliciter le polyndéme annulateur P, de A, (a,b) ainsi que ses racines. Déterminer le reste R,, de la division euclidienne
de X™ par P, (on évalue la division euclidienne en les deux racines pour déterminer le reste). On obtient ainsi une
expression de A, (a,b) sous la forme

Ap(a,b) = ap(a,b)A,(a,b) + 8, (a,b)I

ol ay(a,b) et B,,(a,b) sont complexes. Déterminer alors leurs formes polaires (trigonométriques) respectives (pour
s 7r[ ]71' 37r[
—, =loulz, —[
) 2°2 2" 2
Utiliser alors que p,,e’?» converge ssi p,, et ¢, converge (si ¢, € [0,27]). Pour déterminer la limite de p,,, passer au
logarithme et effectuer des DL. Pour ¢,,, utiliser les logarithmes.

I’angle polaire, utiliser que tan§ = J puis déterminer exactement la valeur de 6 en vérifiant si 6 €] —
T

Indication pour I’exercice [1.2]:
1. Si e désigne I’élément neutre, montrer que les égalités ge = eg = g implique que rgg = rge.

2. Utiliser le fait que e est un projecteur (a justifier) pour en donner la réduction, la commutation de g et e implique que
les sous-espaces stables par e sont stables par g. Choisir alors une base quelconque de ces deux espaces et donner la
forme de la matrice de g dans cette base. Conclure en utilsant le rang.

3. (a) = (b) est immeédiat par calcul matriciel.
(b) = (c) utiliser les inclusions évidentes ker(u) C ker(u?), Im(u?) C Im(u) et le théoréme du rang
(¢) = (a) donner la matrice de v dans une base adaptée & Imu et ker u.

Indication pour I’exercice ¢ Soient a,b,c trois nombres réels distincts et ¢y, ¢y, ©5 les formes linéaires sur R, [X]
définies par :
VP e R,[X], ¢1(P) = Pla); ¢5(P)=P(b); ¢3(P)=P(c).

1. Si une combinaison linéaire de (o1, 4, ¢3) est nulle, 'évaluer en un polynéome annulant deux des formes linéaires mais
pas la troisiéme.

2. Si ¢, € Vect(pq, ¢y, p3) alors tout polyndme annulant tous les (¢;)1<i<3 annule ¢,. Choisir un tel polynome P et
calculer explicitement ¢, (P) (un changement linéaire simple permet de simplifier un peu le calcul, on n’ésitera pas
a factoriser au mieux avant d’effectuer les développements finaux). Cela fournit une condition sur (a,b,c). Pour la
réciproque, considérer 'égalité ¢, = Ap; + ppy + v, et I’évaluer en trois polynomes, chacun annulant deux et deux
seulement des trois formes linéaires (,)1<i<3. Oh une belle formule d’analyse numeérique, étonnant !

3. Le noyau d’une forme linéaire est un ......

Indication pour ’exercice :  Introduire la matrice A de a dans une base fixée et diagonaliser A sur C (pour ceuz
qui n’ont pas commencer la réduction des endomorphismes, introduire u un endomorphisme de C™ dont la matrice dans la
base canonique est A puis utiliser le théoréme des noyauz, choisir une base de chaque espace ker(A—(I), regrouper les bases,
écrire la matrice de v dans cette derniére base et utiliser le fait que la trace ne dépend pas de la base).

. n
En déduire la valeur de tr(A?), utiliser ensuite Fubini et se rappeler que > ¢* = --- (attention a ne pas diviser par 0)

k=0

Indication pour ’exercice i E=R3[X]

1. Pour le noyau, on obtient un polynéme admettant ....... comme racines, de multiplicité respectives ......... donc P est
divisible par ..... or P est de degré .....Soit F : P — (P(—a), P'(—a), P(a), P'(a)). Montrer que F est un isomorphisme
de E dans R%.

2. Pour chaque i, rechercher les racines de P; ainsi que leurs multiplicités, il ne reste alors qu’a déterminer un facteur
linéaire qu’on obtient & I’aide des deux équations restantes.Soit (e, ez, es,e4) la base canonique de R*; déterminer
P, = Ffl(ei).

3. Evaluer la forme en les P; pour obtenir les a; puis utiliser le fait que les P; forment une base de R3[X] (ce que l'on
justifiera).
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3 Corrections

Correction de I’exercice [I.1] :

1. Soit A = (CCL Z) alors on a recherche deux réels a et 3 tels que

be + B + ac + a? ab + bd + ba 0 0
2 _ _
Atad+fl = 02@( ac+ cd + ca bc+ﬁ+da+d2>_<0 0)
bc+B+an+a? =0 ac+ B = —a®>—bc
- ab + bd + ba =0 - ba = —bla+d)
ac+ cd + ca =0 co = —c(a+d)
bec+p+da+d> =0 da+p3 =—d?*—bc
Puisque 'on recherche deux valeurs possibles de « et3, on évite de résoudre dans sa grande généralité ce beau systéme
(bien difficile en général car il dispose de 4 paramétres,O joie). On constate que si 'on choisit & = —(a +d) = — tr(A)
alors

B =—a®>—bc—a(—a—d) = ad — bc = det(A)

Par conséquent, toute matrice

A€ My(K), A?—tr(A)A+det(A)I, =0,
ce qui signifie que X2 — tr(A4)X + det(A) est un polynome annulateur du second degré de A.

2. On se dit pour commencer que 1’on demande un polynéme annulateur de A puis on demande de calculer une puissance
n’®™e_ A mais c’est bien sur : en sup et certainement en spé, on a vu que si A est annulé par un polynéme P, on
peut calculer A™ de la fagon suivante. Si l'on effectue la division euclidienne de X™ par P, ce qui donne ’écriture
X" = PQ, + R, alors A" = R, (A).

D’aprés la question 1), le polynéme X2 — (tr(Ay(a,b))X + det(A,(a,b)) annule A, (a,b). Or, un calcul direct nous

donne
14 a b 5 o
2 - T 2 b
tr(An(a,b) =2+ 22 =201+ 2) det(An(a,b)=| ,n =144 T
n n oot n n
n n
donc .
a 2a  a”+b
Po(X)=X? 21+ )X + 1+ = + —
n n n
. o o 4 2b,
est un polynome annulateur de A, (a,b). Le discriminant de ce trinome est A, (a,b) = —— = (=) donc P, admet
n n
deux racines complexes conjuguées données par
a 2ib
214+ —) &+ — .
2@ = (+n2)n =1+ a+ib

Evaluons maintenant le reste R,, de la division euclidien de X™ par P, (X). Puisque P, est de degré 2, on est assuré
que deg R,, < 1, c’est-a-dire que R, s’écrit sous la forme a, X + b,, et I'on a

VneN, X"=P,(X)Qn(X)+anX +b,
En évaluant cette égalité en X = x;-, on obtient

+ — ()"
(Sn) : any + b = (25)" PN ant,t + by = ()" PN 2(;'1’;an +bn = (z7))
" an®, +bn = (z,)" (z, —xh)an = (x,)" = (2,)" Lo« Ly — Iy ——an = (2)" — ()"

n
1
e Sib=0alors 4,(a,b) =1+ —aly = (1 + g)1'2, ce qui implique que
n n
n a n
[An(a,D)]" = (1 + E) P

. A . a . . . N
Il reste maintenant & évaluer 1151’_1 (1 4+ —=)™. C’est une question classique. On constate que l'on a affaire & une
n—-—1+0oo n

suite de la forme (a,)"" donc on passe en forme exponentielle :

1+ %)n = exp(nn(l + %)).
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a
Puisque In(1+ ) ~ x et que — — 0, on obtient que

x—0 n n—-+oo
ln(1+g) ~ 2 :>nln(1+g) ~ a= lim nln(1+g) =a= lim (1+E)”:e“
n° n—+oo n n’° n—+oo n—-+4oo n n—-+oo n

Nous pouvons dés lors affirmer que
lim [A(a,b)]" =eIs.

n—-4oo

e Sib# 0 alors

anx; = (z,;))" = —— [(z,;)" — "
e { 2, I (@) fz’{f[()) E<)+>]] o
Si T'on pose A — <Z _ab> , la matrice Ay, (a,b) s'écrit alors
An(@ )] = =g @) = @] Aulab) + (@) + 57 (@) = @) 2 ) Lo
= o ()" — @ )+ (@) g [ — ) ek ) 1

= (D g e = @) (@ - 1) 1 - L

(R o e P

(0 + S ) = i) 1o - 2l 2

(z,)" = (z)"
2:b '
)™. Pour cela,

Pour déterminer la limite de [A,(a,b)]™ nous allons devoir évaluer les limites de (z;7)™ et celle de
+

Comme z;} et z;, sont deux complexes conjugués, il suffit de déterminer la limite de la suite (z;f

nous allons déja chercher la forme polaire de ;.

b 2a a2+ 47\
ot =y D (= (1424 S50
n n n n

Pour son argument, on utilise le fait que si z = x + iy = re’? alors tan p = J
T

(cela évite de résoudre des équations affreuses en cos et sin, mais si le lecteur n’est convaincu, je lui conseille de
tester lui-méme)

b
. Soit ¢,, 'argument de z,” =1 + 24 i—, avec p,, €] —m,7[, on a
non
b
n

b b
tan‘Pn:1+ :n+a:><pn:arctan(n+

)mod 7
a

a
n

b
Pour déterminer la valeur précise de ¢,,, on utilise d’une part de arctan( ) €] — g, g[ (par définition de
n+a

b
~ — et arctanz est du
n-+a n—+oo n

Parctangente) et que arctan( ) est du signe de b pour n assez grand (car
n+a

signe de ). D’autre part — = Im(z;}) = r,, sin p,, donc sin p,, est du signe de b.
n

Si b > 0 alors sing,, > 0 donc ¢,, €]0, [ et arctan(n j)_ a) > 0 pour n assez grand donc arctan( a) €0, g[, ce
qui implique que ¢,, = arctan( ) (car arctan(n a) + 7 n’appartient pas a ]0, x|)

Sib < 0 alors sing, < 0donc ¢, €] —m,0[et arctan(n a) < 0 pour n assez grand donc arctan(n n a) €]- g, 0,
ce qui implique que p,, = arctan(n a) pour n assez grand (car arctan( b a) + 7 n’appartient pas a | — m, 0]).
Par conséquent, quel que soit le signe de b, on a montré que, pour n assez grand, arg z;” = arctan( b ). Nous
obtenons donc I'écriture polaire de z;} puis celle de (z;7)" !

1/2 n/2
R <1 + 2;@ + a2n+2 b2> / exp(i arctan(n 3_ a))’ ()" = (1 + 2;@ + a2n+2 b2> / exp(in arctan(n n a))
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Ensuite, puisque arctan x ~ 7 et que

T— n—+a n—+oo
b .
arctan( — = narctan( ) ~ b= lim mnarctan( ) =
n—+a ne—&-oo n—+a n~+oo n n—+a n—+oco n—+o00 n-+a
2 24 p?
et d’autre part puisque In(1 +z) ~ z et s + o+ — 0,o0na
x—0 n n n—-+oo
20 a®+b? 2a  a®+b? 2a n 20  a®+b?
In(14+ — + ) ~  — 5 ~ fé—ln(1+f+ ) ~ «a
n n n—+oo n n—+oo N 2 n n—-+oo
2 b? 2 b?
= lim fln(1+—a+a i )=a= hrn exp(fln(1+—a+a i )) = exp(a)
n—-+o 2 ’n, n—-+o0o
2 b?
= lim (1 + 224 o’ + ) = exp(a)
n—-+oo n
On en déduit immédiatement que
lim (z;))" = exp(a)exp(ib) et lim (z,)" = lim (z})" = lim (2})" = exp(a)exp(ib) = exp(a)exp(—ib),
n—-+oo n—-+4oo n—-+4oo n—-+oo
ce qui nous fournit la limite de (A4, (a,b))"
) : a+1b i - ete i — et
Jm (An(e, D))" = (b g [ - “aelb])> L T

" i . sinb sinb | . (cosb —sinb
e K@ (aJFZb)b)I?erA]e (sinb cos b

cosb —sinb — ety
sinb  cosb
Conclusion : pour tous réels a et b, on a :

I I—i—l a —b n_ o [cosb —sinb
e \ 2T 0 b a ~¢ \sinb  cosb

On remarque que lorsque b = 0, ¢® (

Correction de ’exercice [I.2] :

1.

Rappelons que si u et v sont deur endomorphismes d’un méme espace vectoriel de dimension finie E alors

rg(w o v) < min(rg(u), rg(v))

Cela résulte simplement des inclusions ensembles suivantes : Im(uov) C Im(u) et kerv C ker(u o v).
Soit e 1’élément neutre de G pour la multiplication (et e # Id & priori car G est inclu dans £(E) et non dans GL(E),

penser a G = {(g 8) , a €R*} qui est clairement un groupe pour la multiplication des matrices et dont ’élément

10
neutre est e = (0 0) # 1)

Soit g un élément de G (donc g est un endomorphisme de R™) alors, par définition de 1’élément neutre, on a
Vge G, goe=gyg
ce qui implique que
rg(g) = rg(g o e) < min(rg(g), rg(e)) <rgle) = (1) : Vg € G, rg(g) <rgle)
donc tout élément g de G a un rang moindre que le rang de I’élément neutre e. D’autre part, G étant un groupe, tout
élément g de G admet un inverse g~' qui appartient & G et qui vérifie e = go g=! donc

rg(e) < min(rg(g),rg(g ")) <rg(9) = (2): Vg € G, rg(e) < rg(g)

c’est-a-dire que le rang de tout élément g de G est supérieur ou égal au rang de e. Les inégalités (1) et (2) nous donne
légalite (3)
(3):Vge G, rg(g) =rgle),

donc tous les éléments de g ont le méme rang : celui de 1’élément neutre e.

www.mathematiques.fr.st 5 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

MP* : structure, algébre linéaire 3 CORRECTIONS

2. Nous allons de nouveau utiliser I’élément neutre e de G (qui est clairement un élément central de notre histoire). Puisque
e est un élément neutre de G, il vérifie I'égalité remarquable e = e. Mais comme e est également un endomorphisme
de R™, I’égalité précédente montre que e est un projecteur de R™. La caractérisation des projecteur montre que R™ est
la somme directe de ker(e) et Im(e) et que Im(e) = ker(e — Id), nous en déduisons ’égalité remarquable :

R"™ = ker(e) @ Im(e) = ker(e) & ker(e — Id)

Ensuite, puisque tout élément g de G commute avec e et puisque g et e sont des endomorphismes, nous obtenons que
les espaces propres de e sont stables par tout élément de g, c’est-a-dire que

g(ker(e)) C ker(e) et g(ker(e —Id)) C ker(e — Id).

Si I'on choisit une base By de ker(e) et une base By de ker(e — Id), le fait que R™ = ker(e) @ ker(e — Id) implique que
B = (By, By) est une base de R™ et la matrice de tout élément g dans la base B est de la forme

ker(e—Id) ker(e)
_ Ag 0 ker(e — Id)
mats(9) = ( 0 0 ) ker(e) ’

ot A, est une matrice carrée. En particulier, si g est I'¢lément neutre e de G, le fait que €jyer(e—1d) = Idker(e—14) €t
€ker(e) = Oker(e) Permet d’expliciter la matrice de e dans la base B :

matp(e) = (Ig” 8) , ot p=dim(ker(e —Id)) = rg(e)

Montrons pour finir que A4 est une matrice inversible dans 9, (R).
Soit g un élément de G. Puisque G est un groupe, g admet un inverse h dans G, c’est-a-dire que

goh=hog=e.

En passant & leurs matrices respectives dans la base B, on obtient
matp(g) X matg(h) = matp(h) x matp(g) = matg(e)
@AQOA;,,():A;LOAQO:I,,O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

= AgA}L = A}LAg = Ip
ce qui démontre que A, € GL,(R)
3. Montrons les équivalences en montrant successivement que a) = b), b) =c¢), c¢) = a)

a) = b) Puisque u appartient & un groupe multiplicatif G' inclu dans £(E), les éléments u et u? sont dans G. La
question 1) montre qu’ils ont méme rang.

b) = ¢) Nous avons pour commencer les inclusions ensemblistes
(1) : ker(u) C ker(u?) et Im(u?) C Im(u).
En passant au rang et en utilisant le théoréme du rang, on obtient que

[n —rg(u) <n—rg(u?) et rg(u®) <rg(u)] & [rg(u?) <rg(u) et rg(u?) <rg(u)] © rg(u?) = rg(u)
(2): < dim(Imw?) = dim(u) © n — dim(Im(u?)) = n — dim(Im(v)) < dim ker(u?) = dim ker(u)

Puisque ker(u) C ker(u?) et dimker(u) = dim ker(u?), on en déduit que
ker(u) = ker(u?)

et par le méme procédé, on obtient que
Im(u) = Im(u?).

Montrons que ker(u) et Im(u) sont en somme directe. Soit y un élément de ker(u) N Im(u). Alors u(y) = 0 et il
existe un élément x de E tel que y = u(z), ce qui nous permet d’écrire

w(u(z)) =0 < u?(z) =0
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donc z € ker(u?) = ker(u). On en déduit que y = u(z) = 0 donc ker(u) NIm(u) = {0} et ker(u) et Im(u) sont bien
en somme directe. D’autre part, nous disposons de l'inclusion

ker(u) @ Im(u) C R"

et la dimension de ker(u) & Im(u) est égale a

dimker(u) + dim Im(u) = n = dimR"

(d’apres le théoréme du rang), ce qui nous permet d’affirmer que

ker(u) @ Im(u) = R"

¢) = a) Fixons une base By de ker(u) et une base B; de Im(u). Le fait que ker(u) et Im(u) sont en somme directe
implique que B = (By, B1) est une base de R™ et la matrice de u dans cette base est de la forme

Im(u) ker(u)
matg(u)< 61 8 ) Im(u)

ker(u)

Or nous avons les égalités

Si 'on note p = rg(u), la matrice A est de taille dim Im(u)

o) e () =) = re4) (o)

(rg<mat3<u>>

rg(u) = p et son rang est p donc A € GL,(R). Si

I’on note G’ ’ensemble suivant

G’:{(lg 8) B e GL,(R)}.

Montrons que G’ est un groupe pour la multiplication de matrices.

www.mathematiques.fr.st

G’ est non vide : <

I, 0 /
A

G’ est stable par produit : Si X; et X5 sont deux éléments de G’ alors il existe deux matrices By et By de

GL,(R) telles que pour

) B; 0
i=1,2, Xi= ( 0 0)
.. BBy 0 L
Le calcul matriciel par bloc montre que X1 X5 = 0 0 et comme B1B; € GL,(R), on en déduit que

X1 X5 € G’
Le produit est associatif : cela résulte que le produit des matrices est associatif

Le produit admet un élément neutre : Si 'on considére la matrice E = (Ip O> ,onaV (B 0) e,

(0 9)(¢ ) = (% 9= o)
o)) = (% 1)

(B 0
~\0 0
ce qui montre que E est I’élément neutre de G’
0

Tout élément de G’ admet un inverse : Soit (0 O) € G'. Par définition B € GL,(R),donc B~! € GL,(R)
-1

et la matrice (BO

8) appartient a G’. Pour finir, les égalités

o) (% o) = (0 0)
(e - (0 Y-G

0 . . . B 0 . .
0 0 admet un inverse dans G’ qui est la matrice ( 0 0), ce qui achéve la preuve que G’
est un groupe pour la multiplication des matrices.

(B
montre que

abdellah bechata,
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Si 'on note G I’ensemble
G = {g € LR™) tel que matp(g) € G'},

ou rappelons-le B = (By, By) est la base définitie au début de la question, alors G est un groupe pour la composition
des endomorphismes de R™ (la preuve est laissée au soin du lecteur, elle utilise essentiellement le fait que matg(go
h) = matp(g) X matg(h)) et par construction matp(u) € G’ donc u € G.

Correction de D’exercice [I.3] :

1. Soient A1, Ao, A3 trois réels tels que

3 3
D g, =0 VP ERX], Y Nigi(P) =0 VP eR,[X], MP(a)+ XP((b)+AsP(c) =0 (1)
=1

i=1

I’idéal pour résoudre ce genre d’équation est de choisir des valeurs convenables de P pour deux des trois termes soient
nuls et que le terme restant ne soit pas nu. Par exemple, on cherche P tel que P(a) # 0 et P(b) = P(c) = 0. Cette
condition signifie que b et ¢ sont des racines de P et comme ces deux réels sont distincts, cela signifie que P est divisible
par (X — b)(X — ¢). On constat que si n > 2 alors le polynome P;(X) = (X — b)(X — ¢) appartient & R, [X] et que
Pi(a) # 0, P(b) = Pi(c) = 0. En évaluant ’égalité (1) en P = P, on obtient

Ma—b)la—c)=0=X1 =0
—_——
#0
Par le méme procédé, on est amené a considérer les polynomes Py(X) = (X —a)(X —c¢) et P3(X) = (X —a)(X —¢).
En évaluant l’égalité (1) en P = P, puis en P = P3, on aboutit aux égalités Ay = A3 = 0, ce qui implique que la famille
(¢;)ie[1,3] est libre.

2. Analyse : Supposons que ¢, € Vect(py, vq, ¢3), cela signifie qu’il existe trois constantes réelles A1, Az, A3 telles

0y = APyt Ay + A3z & VP € R3[X],  p4(P) = Mg (P) + Aapa(P) + Az5(P)

b
o VP e Ry[X], / P(t)dt = M P(a) + 2 P(b) + \sP(e) (1)

Existe-t—il un polynome de R3[X] s’annulant en a; b et ¢ 7 Réponse oui, il s’agit du polynome P = (X —a)(X —b)(X —c¢)
(et tout autre polynéme est un multiple de celui ci). Dans ce cas, I’égalité (1) évaluée en P = (X —a
nous donne 1’égalité

v
=
>
|
=
—~
>
|
&

b

2) /(t—a)(t—b)(t—c)dt:()

a

b

Un changement de variable naturel est ©w =t — a, ce qui nous permet de calculer I'intégrale [(t —a)(t — b)(t — c¢)dt :
a

b b—a
/(t—a)(t—b)(t—c)dt = [ ttta—b)(t+a—c)dt = /t(t2+(2a—b—c)t+(a—b)(a—c))dt
a 0

b—
/
b—

= /t3+(2a—b—c)t2+(a—b)(a—c)tdt
0
(b

_ 4 bh— 3 b— 2

_ 4“) +2a—b—0) 3“) +(a—b)a—o)' 2“)
_ 3

= (b 1;) [B(b—a)+4(2a —b—c) —6(a—c)]
_ 3

= (b 1;) (2¢—b—a)

L’égalité (2) nous donne alors
(b—a)3 B B _a+b
5 (2¢—b a)—Ob?a% a—b=0&c= 5
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a
Synthése : Supposons maintenant que ¢ =

. - a+b . . -
Par conséquent, pour que ¢, € Vect(¢y, ¥q, ¢3), il est indispensable que ¢ = —5 c’est-a-dire que c¢ soit le milieu du

segment [a, b].

et montrons que ¢, € Vect(pq, ¢s, ¢3), ol

a+b
2

a+b

VP e R3[X], o5(P)=P( ).
On introduit le polynome R défini par : R(X) = (X —a)(X —b)(X —
que ¢, (R) = 0 et par définition de R, ¢,(R) = py(R) = ¢3(R) = 0. Par conséquent, le polynome R vérifie :

(3) Ps(R) = 0= (R) = py(R) = p3(R)

e Montrons que ¢, € Vect(¢y, g, ¢3) sur Ro[X].
L’espace vectoriel Ry[X | est de dimension 3 donc son dual (Ra[X])* (espace des formes linéaires sur Ro[X]) est
également de dimension 3. La question 1) montre que la famille (o1, 4, @3) est libre dans (Ro[X])* et elle est de
cardinal 3 c’est une base de (Ry[X])*. L’application ¢, € (Ro[X])* donc elle peut s’écrire comme une combinaison
linéaire de (4, ¢4, ©3), ce qui signifie qu’il existe trois constantes réelles A, u, v telles que

). Les calculs menés dans ’analyse montrent

a+b

(4) VP EeRyX], @u(P)=Ap1(P) + ppy(P) + vip3(P) = AP(a) + pP(b) + v P( )

Cette égalité signifique que ¢, = A\p; + gy + v, sur Re[X] donce ¢, € Vect(pq, @q, ¢5) sur Ry[X]

e Montrons que ¢, € Vect(¢y, g, @3) sur Ro[X].
Puisque le polynome R n’appartient a Ro[X], les espaces vectoriels Ry[X] et Vect(R) sont en somme directe et
leur somme est incluse dans R3[X]. Puisque l'on a les égalités

dimR3[X] =4 et dim(R3[X] @ Vect(R)) = dim(Rz[X]) + dim Vect(R) =3+ 1 = 4,

on obtient la somme directe
Rg[X} = RQ [X] D Vect(R)

Soit @ € R3[X], il existe un polynéme P € Ry[X] et une constante réelle X telle que @ = P + aR. Cette égalité
combinée aux égalités (3) et (4) nous permettent d’écrire

Q) = eu(P)+apy(R) = AP(a) + uP(b) +vP(“E0)
~——
=0
= AP(@) + uP() +vP(“E0) + a(\R(a) + uBO) + vR(CTY)
=0 =0 —

=0
a+b
2 )

= 2Q0) +#Q0) + QT = 361(@) + 1pa(Q) +va(@)

= AMP+AR)(a)+ pu(P+ AR)(b) + v(P + AR)(

Nous venons donc de montrer que

VQ € R3[X], 94(Q) = Ap1(Q) + o (Q) + vp3(Q) < py = Ay + oy + vz (5)

ce qui implique que p, € Vect(¢y, ©q, ©3)
a+b

e Explicition les ();). Il suffit d’évaluer 1’égalité (5) en P = (X — b)(X — 5 ),en P= (X —a)(X — GTM) puis
en P = (X —a)(X —b). On évalue pour commener trois intégrales :
/ b r b r b b 3
/(t—b)(t— atbiy - /u(u+b— by (=t b) = /(u2—|— — %y = 0=
2 2 2 12
a a—b a—b
b b b—a b b—a b (b )3
a+ . _a+t N 5  a— _(b—a
/(t a)(t 5 Ydt = / u(u+a 5 Ydu (u=t—a) / (u® + 5 w)du = B
a 0 0
b b—a b—a
2 (b—a)?
(t—a)(t—b)dt = ufut+a—>b)du (u=t—a)= [ (v + (a—bu)du=— 5
a 0 0
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Pégalité (5) évaluée en les trois polyndomes sus-cités nous fournit les égalités suivantes (on n’oublie pas que ¢ =
a+b

7 )
(b—a)® a+b (b—a)®  (b—a)? 1
B = Aa—-"b)(a— 5 ) & B = 5 A é(b—a)
—a)? a —a)? —a)?
L P e
(b—a)® a+b a+b (b—a)®  (b—a)? 2
- = 5 —a)( 5 —-b) e — 5 =-v—y @V—g(b—a)
Nous pouvons alors affirmer que
b
WP e RalX) [ PWdi= (0 P+ G- PO + 30~ )P(S)

o VP eRy[X], bia/P(t)dt:é(P(“)‘LP(b)HP(a;b))

Me’, ceti pas la bonne vieille formule de Simpson du calcul numérique ?!!? Hé, bé, j’lu pas crusion m’ludi! : =

)

3. Notons E I’ensemble recherché. On constate que E s’écrit aussi

E = ker(p, — Apy — ppy — v@3)

Ensuite, le noyau d’une forme linéaire est un hyperplan de R,,[X] si la forme linéaire n’est pas identiquement nulle sur
R, [X] ou c’est R, [X] si la forme linéaire est identiquement nulle.

Si n = 3, la forme linéaire ¢, — Ap; — pp, — V5 est identiquement nulle sur R3[X] (c’est la question 2) et 'ensemble
cherchée est R3[X].

Sim > 4, montrons que la forme linéaire ¢, — A, — pp, — Vs n'est pas identiquement nulle. 11 suffit de I’évaluer en

P = x4
b —a® 1 a+b
_ _ _ X4 — R e | 4 474
(b1 =Aor = s —veg)(XY) = g — et + 0t +a( )
1 1 b
= 3(b4+ab3+a2b2+a3b+a4)—6(a4+b4+4(a; )
T O S VR PR SO VRS S o
= 30 " 1”12 T3¥h vt
_ (b—a)4
o 120 70

donc E est un hyperplan de R, [X].

Correction de ’exercice :  On peut traiter cet exercice selon deux méthodes

e Premiére méthode :

L’endomorphisme a de R™ posseéde le polynéome X? — 1 comme polynéme annulateur. Malheureusement ce polynome
n’est pas scindé sur R mais il est scindé sur C. Nous allons en fait nous ramener & C par I’astuce suivante (c’est un peu
plus qu’'une astuce, c’est une méthode pour passer du champs des réels au champs des complexes).

Considérons la base canonique Bg de R™ et notons A la matrice de a dans la base B, c’est-a-dire A = mat(a, Br). La
matrice A est & coefficients réels donc elle peut étre vue comme une matrice a coefficients complexes. Considérons alors
la base canonique Be de C™ et notons b 'unique endomorphisme de C™ tel que A = mat(b, Bc). L’endomorphisme b
admet X7 — 1 comme polynome annulateur puisque

mat(b?, Bc) = (mat(b, Be))? = A? = (mat(a, Br))? = mat(a?, Bg) = mat(Id, Bg) = I, = b? =1d
(et on est sauvé car la matrice identité de 9, (R) est la méme que celle de M, (C).

Si ’on a fait le cours sur la diagonalisation : Le polynéme X7 — 1 est scindé a racines simples sur C (donc b est
diagonalisable sur C) et ses racines sont des racines ¢*™¢ de 1'unité.
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Si ’on n’a pas fait le cours sur la diagonalisation mais si I’on connait le théoréme des noyaux :
Le polynéme X? — 1 est scindé a racines simples sur C et sa décomposition est donnée par

p 2irk
Xq—1:H(X—eXp( )
k=0
Le théoréme des noyau montre que ’on a
g—1 .
2ik
C" = @ ker(b — exp(T") 1d)
k=0
2imk 2k

)Id) lorsque ker(b — exp(

Considérons pour chaque k € [0,q — 1], une base Bjde ker(b — exp( )1d) # {0}.

q
Alors, la somme précédente étant directe, la réunion des By, forment une base B de C".

La suite est pour tout le monde :

ieme

2k
Pour tout entier k € [0,q — 1], notons (; = exp(z—w). Il est de notoriété publique que I’ensemble des racines ¢

de l'unité est I’ensemble {¢,, &k € [0,q — 1]}. Notons 7, la multiplicité de ¢, dans b, autrement dit
T = dim(c ker(b — Ck) = dim(c Eck (b),

Pentier r;, pouvant bien entendu étre nul, ce qui arrive lorsque (; n’est pas valeur propre de A.
Le fait que b soit diagonalisable et que ses valeurs soient des racines ¢*“"*¢ de I'unité montre I’existence d’une base B¢
(réunion des By pour ceux qui n’on pas fait la diagonalisation) de C" telle que

COITO (O)
mat (b, Bi.) = .
(0) qul-[Tq—l
ce qui nous assure que 4
(Co)"Ir (0)
mat(bi,Bé:) =
(0) (Cq1)Ir, s

La trace d’'un endomorphisme ne dépendant pas de la base choisie et étant la trace de sa matrice dans une base
quelconque, on en déduit que

q—1

tr(AT) = (b)) = (Go)" tr(Lrg) + -+ 4 (Ggo) tr(Lr, 1) = (Co) o+ + (Cgo1) g1 = Y _(Cp)'r

p=0

Nous pouvons alors écrire

q . -y
5 6y . . ‘ 6
Il nous reste a évaluer les sommes »)'; ou rappelons-le ¢, est une racine ¢"“"“ de l'unité

i=1

q 4
Sip=0alors (g =1et > ({))'=>.1=g¢q.

i=1 i=1
Sipe[l,q—1] alors ¢, # 1 et 'on a:

q

Z(Cp)z = (gp)l + (Cp)z +oeeet (Cp)qil + (Cp)q = ((p)l + (Cp)Q et (Cp)Q71 +1

i=1

qflzli(gp)q_ 1-1 -

- 1 1 2 — -
+(C)' + (G + (G) i—¢, ~1-¢ "V
Nous en déduisons naturellement que
q , q 4 14 ,
Ztr(Az) =7 Z((O)l =roq & p Ztr(Az) = ro = dimc ker(b — Id)
i=1 i=1 i=1
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Nous avons presque 1’égalité demandée. Il suffit de se rappeler le lien entre matrice et endomorphisme.

On rappelle que la matrice de b dans la base canonique Bgen de C™ est la matrice A. Soit @ = (z1,..,2,) un vecteur
x1

de C", X sa matrice des coordonnées dans la base canonique. Par définition, on a X = | : | et le vecteur formé des

Ln
coordonnées de b(x) est simplement la matrice colonne AX. Par conséquent, les égalités b(z) = z et AX = X sont
équivalentes, en fait on a méme un isomorphisme de ker(b — Id) sur ker(A — Id) donné par z — X, ce qui implique que

dimg ker(b — Id) = dim¢ ker(A — I,,)

Ensuite, n — dimc ker(A — I,,) représente le rang dans C" des vecteurs colonnes de A — I,,, n — dimg(ker(A — I,,)
représente le rang dans R™ des vecteurs colonnes de A — I,,. Puisque A — I, est a coefficients réels, ses vecteurs colonnes
sont & coordonnées réelles et le rang d’une famille de vecteurs a coordonnées réels est le méme dans R™ (vu comme
R-espace vectoriel) ou dans C™ (vu comme C-espace vectoriel) (la preuve se trouve dans la remarque ci-dessous)

Par conséquent, on a

n — dimc ker(A — I,,) = n — dimg (ker(A — I,,) < dimc ker(A — I,,) = dimg (ker(A — I,)

et puisque A est la matrice de a dans la base canonique Bgr de R™, nous obtenons la formule tant attendue

q q

dimg (ker(4 — I,,)) = é Ztr(Ai) & dimg (ker(a — I,,)) = é Ztr(ai).

Remarque : Le rang d’une famille étant le plus grand nombre de vecteurs libres d’une famille, il suffit de montrer que
toute famille de vecteurs (f1,.., fp) & coordonnées réelles est libre sur C ssi elle est libre sur R.

P
Si (f1,.., fp) est libre sur C, et soient A1, .., A, des réels tels que > A\;f; = 0. Les \; étant réels, on peut les considérer
i=1
comme des complexes et ’égalité précédente fournit une relation de dépendance linéaires de f; sur C. Ces derniers
étant libres sur C, cela implique que tous les \; sont nuls donc la famille (fi1, .., fp) est libre sur R.

P
Si (f1,.., fp) est libre sur R, et soient A1,.., A, des complexes tels que > A;f; = 0. En passant aux coordonnées, en
i=1
tenant compte que les coordonnées de f; sont réelles et en séparant les parties réelles et imaginaires des A\;, on aboutit
P P
a deux systémes équivalents o Y Re(N\;)fi =0 et > Im(\;)f; = 0. Ces deux égalités sont des relations de dépendance
=1 N—— =1 N——
€R €R
linéaire sur R des f;. Ces derniers étant libres sur R, cela implique que tous les Re(\;) et Im(\;) sont nuls. On en

déduit immeédiatement que tout les A; sont nuls, ce qui démontre que la famille (f1, .., fp) est libre sur C.

e Deuxieme méthode (pour ceux qui aiment les groupes) :
On introduit ’endomorphisme p de R™ défini par

1
p=—-(Id+a+---+a? 1)
q

Montrons que p est un projecteur. Pour commencer, puisque a? = Id, on a
1 1 1
aop=-(a+a®+ - +a" ' +al)=—(at+a’+ - +aT +1d)=—(Id+a+ - +a’ ') =p

Par une récurrence évidente, on obtient que Vk € [0, — 1], a* op = p et en sommant ces égalités sur k variant de 0
a ¢ — 1, on obtient

q—1 q—1 q—1
datop=> pe|d d"|op=gxpegxpop=gxpepop=p
k=0 k=0 k=0

——

=gxp

donc p est bien un projecteur de R™. On sait que la trace d’un projecteur est égal a son rang donc

s}
Ju

tr(p) = rg(p) < tr(

Q| =

) =rg(p) & =3 tr(ah) =rg(p) (1)
q k=0

™~
Il

0

Pour obtenir la formule souhaitée, il suffit de montrer que

rg(p) = dimker(a — Id) & dimIm p = dimker(a — Id)
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Soit x € ker(a — Id) alors a(x) = z ce qui implique que pour tous les entiers k € [0,k — 1], a*(2) = = donc

13 12
Vz € ker(a — 1d), p(a?):fz fz :fqux—x
g 1=

Nous venons donc de montrer que
(2) ker(a —Id) C ker(p —Id) = Imp

(caractérisation des projecteurs).
Réciproquement, si z € Im(p) = ker(p — Id), I’égalité p = a o p, que nous avons montré précédemment, nous fournit les
égalités suivantesmontre que

Ve eImp, px)=z=a(px)) =alz) < p)=a(z) = z = a(z) = x € ker(a —1d)

ao aop=p puisque p(z)=x

Nous venons de montrer que

(3) Imp C ker(a — Id).

Les égalités (2) et (3) montrent que Im(p) = ker(a—Id) donc, en passant au dimension, on obtient rg(p) = dim ker(a—1Id)
et la formule (1) nous fournit alors ’égalité recherchée

- Z tr(a") = dimker(a — 1d)

Remarque : en général, si G est un groupe commutatif fini de GL,(k), o k est corps de caractéristique distinct de

card G, alors p = > g (qui est la moyenne des éléments du groupe) est un projecteur sur ﬂ ker(g —Id).

card G
geG geG

Dans notre cas puisque A est un élément d’ordre ﬁm'e de GL (R), le groupe < A >= {A* k€ [0,q— 1]} engendré

par A est fini et le projecteur s’écrit simplement p = — E AR,
4 k=0
Ezercice subsidiaire : Montrer que S est une partie finie de M, (R) (ses éléments n'étant pas nécessairement inversibles)

stable par produit alors card S divise Y, tr(s)
s€S

Correction de I’exercice ¢ Rappelons un résultat sur les polynémes que 1’on utilisera constamment dans cet exercice

si a est un réel et £ un entier naturel non nul alors

a racine d’ordre au moins k de P = Pla) =---=P%*N(q) = 0] e (X - a)® | P(X)]

par définition

1. Pour commencer, montrons que F est linéaire

VP,Q € E, VA\u€eR,

FAP+pQ) = (AP +pQ)(—a), AP + pQ)'(=a), (AP + pQ)(a), (AP + nQ)'(a))
= (AP(=a) + pQ(—a), AP'(—a) + uQ'(—a), \P(a) + nQ(a), \P'(a) +
= (AP(=a),AP'(—a), A\P(a), \P'(a)) + (1Q(—a), pQ'(—a), nQ(a),
= MP(-a), P'(=a), P(a), P'(a)) + p(Q(—a), Q'(—a), Q(a),Q'(a))
= AF(P)+pF(Q)

) + pQ'(a))
pQ ’( )

L’application F étant linéaire de E, qui est de dimension 4, dans R*, qui est de dimension 4, la caractérisation des
isomorphismes entre espaces de méme dimension montre qu’il suffit de montrer que F' est injective, c’est-a-dire que son
noyau est nul.

Soit P € ker F alors

P(—a)=0
(P(-a),P'(~a), Pla). P'(@) & § T W70 = (P(-a) = P'(=a) = 0 et Pla) = P'(@) = 0)
P'(—a)=0

donc —a et a sont des racines d’ordre au moins 2 de P, ce qui implique que (X — a)? et (X + a)? divise P. Puisque a
est non nul, les polynoémes (X — a) et (X + a) sont premiers entre eux dans R[X] donc (X —a)? et (X + a)? aussi et le
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lemme de Gauss montre que (X — a)?(X + a)? divise P dans R[X]. Par conséquent, il existe un polynéme Q € R[X]
tel que
P(X) = QX)(X —a)*(X +a)*.

Puisque P est de degré au plus 3, s’il n’est pas nul, en passant au degré dans ’égalité précédente, on obtient que
deg P > 4, ce qui est absurde donc P = 0. On vient donc de montrer que ker F' C {0} et comme {0} C ker F, on en
déduit que ker F' = {0}, c’est-a-dire que F est bien un isomorphisme de E sur R*.

2. Calcul de P :
Py = F~1(1,0,0,0) & F(P,) = (1,0,0,0) < (Py(—a), P{(—a), Pi(a), P|(a)) = (1,0,0,0)
On en déduit que a est une racine d’ordre au moins 2 de P;, donc P; s’écrit
Pi(X) = (X - a)’Q(X)
Puisque P; est de degré au plus 3, on en déduit que @ est de degré au plus 1, c’est-a-dire qu’il s’écrit Q(X) = aX + 3,

ce qui entraine que

P (X)= (X —a)*(aX +p)

Les conditions supplémentaires P(—a) = 1 et P’(—a) = 0 s’écrivent

1
PEO=L o L et 1 d-a)+B =i
LACHZ0 @ | s matom ot (o apa o ‘l’{ (a(-a)+B)—aa =
1 —ao + 3 - e! _ L
- { —aa + 8 =k o _4a12 o _4%3
—2aa+p =0 —aa = —omg Lo — Ly— 1, 8 =53

Nous venons donc de montrer que

Calcul de P :
Py = F~1(0,0,1,0) & F(P;) = (0,0,1,0) < (Ps(—a), Pj(—a), P3(a), Pi(a)) = (0,0,1,0)
On en déduit que —a est une racine d’ordre au moins 2 de Ps, donc Ps s’écrit
Py(X) = (X +0)°Q(X)

Puisque Ps est de degré au plus 3, on en déduit que @ est de degré au plus 1, c’est-a-dire qu’il ’écrit Q(X) = aX + f,
ce qui entraine que
P3(X) = (X +a)*(aX + 5)

Les conditions supplémentaires P3(—a) = 1 et P4(—a) = 0 s’écrivent

1
{P3(a)_1 { (a+a)*(aa+p) =1 =1 aa+f3 =
/ a4 2 g 4a?
Pi(a) =0 2(a+a)(aa+B)+ (a+a)’a=0 =0 (ea+ ) +aa =0
1 1
_ 1 ac+ B =-— a = ——-
N { ac+ B = e 4a12 N %as
2(la+ﬁ =0 ax :7@ LQHLgle B :ﬁ
Nous venons donc de montrer que
PyX) = (X (- =X + )= - L (x —a)2(x —20)
3 o 4a3 2027 4a3

Calcul de P :
Py = F71(0,1,0,0) & F(P,) = (0,1,0,0) < (Py(—a), Py(—a), Px(a), Py(a)) = (0,1,0,0)
On en déduit que a est une racine d’ordre au moins 2 de P, et —a est une racine d’ordre 1 exactement donc Ps, qui

est de degré 3, s’écrit
Py(X) = a(X —a)*(X +a)
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La condition supplémentaire Pj(—a) = 1 s’écrit
Py—a)=1ea(-a—a)l=1ca=—

Nous venons donc de montrer que
Py(X) =1

Calcul de Py :

Py =F~1(0,0,0,1) & F(Py) = (0,0,0,1) < (Py(—a), P;(—a), Py(a), Py(a)) = (0,0,0,1)

On en déduit que —a est une racine d’ordre au moins 2 de P, et a est une racine d’ordre 1 exactement donc Py, qui
est de degré 3, s’écrit
Py(X) =a(X +a)*(X —a)

La condition supplémentaire P,(a) = 1 s’écrit
Pla)=1sala+a)’=1a=—

Nous venons donc de montrer que

Py(X) X +a)*(X —a)

1
=12

. Rappelons que E* désigne l'ensemble des formes linéaires sur E. C’est un espace vectoriel sur R (si E est un espace

vectoriel sur R) et si F est dimension finie, alors dim E* = dim E.
L’application g est une forme linéaire sur E. Soient (%‘)ie[[l,zl]] les quatre formes linéaires sur E définies par

VP EE, ¢ (P)=P(-a), ¢(P)=P(=a), ¢3(P)=Pla), ¢4(P)=PF(a)
L’existence des réels (a;);e1,4] est équivalente au fait que g € Vect(p;, i € [1,4]. Montrons que les quatre formes
linéaires (¢;)icq1,4) sont libres. Soient (A;);cq1,4) quatre réels tels que
4
Z/\i%‘ = 0 VPEE, Mpi(P)+Apy(P)+ A303(P) + Aapy(P) =0
i=1
& VYPeE, MP(—a)+ XP'(—a)+ X 3P(a) + M \P'(a) =0
En évaluant cette égalité en P = P; pour i € [1,4], on obtient
)\1:0, )\2:(), )\3:0, )\4:0

ce qui montre que les quatre formes linéaires (¢;);e[1,4] forment une famille libre de E*, qui est de dimension dim £ = 4
donc les quatre formes linéaires (¢;);cq1,4] forment une base de E*. Puisque g € E*, on en déduit I'existence de quatre
réels (bi)ieq,4) tels que

4
9 = > bip; e VPEE, g(P)="b1p(P)+Dbyps(P) + bsps(P) + bapy(P)
i=1
& VP eEE, g(P) = blP(fa)ergP’(fa) +b3P(a) +b4P'(a)
et on obtient le résultat escompté en choisissant
a; =bs, az="01, az=by, a4s="0y

Remarque : on peut expliciter les (a;);e[1,4 en évaluant 'égalité

g(P) = a1 P(a) + asP(—a) + a3P'(a) + a4 P'(—a)
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en P=P;,, i€ [l,4], ce qui nous donne

1

_ N T PR 42
a = g(P3) = a3 /(t a)(t 2a)dt—1—|—3a2
el
1
02 = g(P) = 105 [ (= P+ 200t =1
1
1 ; 1 1
= P) = — 2 — = — — —
as g(Py) a2/(t+a) (t —a)dt 6 o
21
1 h 1 1
= P)) = — —a)? - (= _Z
o = 9P = g [P+ (6a 2)
1

Nous en déduisons alors la formule remarquable

3a?

VP € Ry[X], /ltP(t)dt - (1 + 2) Pla) + P(—a) + ( - a) (P'(a) — P'(~a)).
21
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