
MP* : algèbre générale, arithmétique, algèbre linéaire 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 Montrer que la famille (f1; ::; fn) est libre dans F(R;R) si et seulement il existe n réels distincts x1; ::; xn tels
que les vecteurs

�
(fi(xj))j2[[1;n]]

	
i2[[1;n]] forment une base de R

n.

Exercice 1.2 1. Montrer que le polynôme P (X) = 1+X+ � � �+Xp�1 est irréductible dans Z[X] lorsque p est un nombre
premier.
(On étudiera ce polynôme modulo p)
En déduire qu�il est irréductible dans Q[X]:

2. Soient n et d deux entiers naturels tels que 1 6 d 6 n:
On considère le polynôme �d(X) =

Y
(k;d)=1
16k6n

�
X � exp

�
2k�i

d

��
:

(a) A quelles conditions sur d et d0 les polynômes �d et �d0 sont premiers entre eux dans C[X] ?

(b) Calculer le produit
Y
djn

�d(X): En déduire la valeur de la somme
X
djn

'(d):

(c) Montrer que, pour tout entier d; le polynôme �d est dans Z[X]:

Exercice 1.3 Soit K un corps. Déterminer tous les polynômes P de K[X] tels que P 0 divise P:

Exercice 1.4 On considère l�opérateur P 2 K[X] �7! P (X + 1)� P (X):

1. Soit k un entier naturel. Expliciter ker(�k) et Im(�k):

2. Justi�er que 8P 2 K[X]; P =

+1X
k=0

(�kP )(0)

�
X(X � 1):::(X � k + 1)

k!

�
:

On commencera par montrer que la formule ci-dessus a bien un sens.

3. Soit P un polynôme à coe¢ cients complexes de degré n.
Montrer que P appartient à Z[X] si et seulement P (0); P (1); ::; P (n� 1) sont des entiers relatifs.

Exercice 1.5 Déterminer tous les polynômes P de C[X] tels que P (X2) = P (X)P (X + 2)

Exercice 1.6 Soit f 2 R[X] tel que 8x 2 R; f(x) > 0:

1. On suppose que f n�a pas de racine réelle. Montrer qu�il existe a; b 2 R[X] tels que f = a2 + b2:

2. On suppose que f est scindé sur R: Montrer qu�il existe c 2 R[X] tel que f = c2:

3. En conclure que f peut toujours s�écrire sous la forme f = a2 + b2; a; b 2 R[X].
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2 Indications

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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3 Corrections

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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