
MP* : suites dans un Banach 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 1. Déterminer toutes les fonctions continues sur R telles que 8x 2 R; f
�x
2
+ 1
�
= f(x)

2. Déterminer toutes les fonctions continues sur R telles que 8x 2 R; f(3x+ 1) = f (x)

3. Soit a 2
�
0;
1

4

�
:

Déterminer toutes les fonctions continues sur R+ telles que 8x > 0; f(x2 + a) = f(x)

Exercice 1.2 Soit A 2Mn(R) telle que 3A3 = A2 +A+ In:
Montrer que la suite (Ak)k2N converge et caractériser géométriquement sa limite.

Exercice 1.3 Etudier la convergence de la suite zn+1 =
1

2
(zn + jznj) et z0 2 C:

Exercice 1.4 Soit E = R[X]: On pose, pour f dans R[X]; N(f) =
+1P
k=0

��f (k)(0)��
k!

:

1. Montrer que N est une norme sur E:

2. On pose fp(X) =
pP
k=1

Xk

k2
: Montrer que la suite (fp) est de Cauchy dans (E;N): Converge-t-elle ?

Exercice 1.5 On note E = ff 2 C(]0; 1[) = 9M 2 R+ 8t 2]0; 1[; jf(t)j 6 M

t
g

1. Munissez E d�une norme convenable N et montrer que (E;N) est un Banach.

2. Soit g 2 E: Montrer qu�il existe une et une seule fonction f appartenant à E telle que

8t 2]0; 1[; g(t) = f(t) +
1

6

�
f

�
t

2

�
+ f

�
t

3

��

Exercice 1.6 Etude de la suite un+1 = un +
1

2
(a� u2n); u0 = 0 avec a 2 [0; 1]:

Exercice 1.7 Soit p un nombre premier.
Soit x un rationnel non nul, on note jxjp = p�� si x = p�

a

b
avec a et b premier avec p et j0jp = 0 par convention.

1. Montrer que 8x; y 2 Q; jx+ yjp 6 jxjp + jyjp ; jxyjp = jxjp jyjp :
On note dp la distance sur Q dé�nie par dp(x; y) = jx� yjp :

2. En considérant la suite Sn = 1 + p+ p2 + � � �+ pn; montrer que (Q; dp) n�est pas un espace métrique complet.

Exercice 1.8 On note S = fa 2 RN = 9C 2 R+; 8n 2 N; janj 6 C(1 + n2)g
Construire une norme adaptée à S et montrer que S est un espace de Banach pour cette norme.
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MP* : suites dans un Banach 2 INDICATIONS

2 Indications

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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MP* : suites dans un Banach 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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