PSI : espaces vectoriels normés, fonctions d’une variable réelle 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 Dans le plan R?, on pose, pour X = (,%)

N(X) = sup(|z|, |y[, [z — y])-

Montrer que N est une norme et étudier la boule unité.

2
Exercice 1.2 Soit f I'application de (R})? dans (R})? définie par f(z,y) = (x ty cmy ) :

2 ‘z+y
On considére la suite X de R? définie par

Vn 20, X,p1=f(Xn)et Xo=(zo,y0) avecxo>yo >0
1. Montrer que la suite est bien définie.

2. Etudier la convergence de la suite X.

3. Déterminer sa limite (on pourra étudier la suite z,yy,)

Exercice 1.3 On considére I'application N de R? dans R : (z,y) ~— sup |z cost + y cos 2t| .
teR

1. Montrer que N est une norme sur R2.

2. Soit B la boule unité pour cette norme. Montrer que :
{(z,y) eR% z[+ |yl <1y C BT {(x,y) eR% 2” +y* <2}

3. Montrer que le "bord" de B est constitué de quatre segments.

2h) — 2 h
Exercice 1.4 1. Soit f une fonction de classe C? sur R. Déterminer %iné f(@ +2h) }J;(x +h)+ f(:c)

S (=15 (2) f( + kh)

2. Soit f une fonction de classe C™ sur R. Déterminer ,%im k=0 o
—0

Exercice 1.5 Soit F' = C'([0,1],R) et N lapplication f — [f(0)] + sup |f'(x)]
z€[0,1]

1. Montrer que N est une norme.

2. Les normes N et ||||, sont-elles équivalentes ? Conclusion.
(rappel : Vf € B, [|fll = sup [f(2)])

z€][0,1]
. . . I
Exercice 1.6 On consideére la fonction f : z +— exp(—;) siz>0et f(0)=0

1. Montrer que f est de classe C*° sur R7.
1 1
2. Montrer que Vn € N, il existe P, € R[X] tel que Vz >0, f)(z) = P,(=)exp(—=).
x x

3. Montrer que f est C* sur R;.
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2 Indications

’| en fonction

Indication pour ’exercice :  Pour montrer que c’est une norme, revoir le cours, puis majorer |z + z
de N(z,y) + N(2',y'), idem avec |y + ¢'| et |(z +2') — (y + ¥')|.

Pour la boule, montrer que cela revient & résoudre une systéme de trois inégalités dont la derniére se raméne d x—1 < y < z+1
que l'on sait interpréter graphiquement

Indication pour I’exercice [1.2]:

1. Montrer par récurrence que z, > 0 et y,, > 0, ce qui justifie que chaque X,, est calculable.
2. Si X,, = (xpn,Yn), exprimer x, 11 en fonction de z,, et y,. Ensuite montrer que les suites (z,) et (y,) sont adjacentes
(on montrera pour commencer que Vn > 0, ,, > y,, puis on donnera la monotonie des suites puis on justifiera que

Tl — Ynt1 < =(Tn — Yn) DUIS Ty, — Yn < (5)"(% — o)) pour finir utiliser la caractérisation de la convergence des

vecteurs en fonction des coordonnées

3. Montrer que la suite (,yy), est constante puis passer a la limite.

Indication pour I’exercice [1.3|:

1. Montrer pour commencer que le sup existe (le sup d’une fonction existe ssi la fonction est ...., cf cours de sup !). Pour
le reste, s’inspirer de la preuve du cours sur la norme "infinie" sur R™

2. Majorer par inégalité triangulaire |z cost + y cos 2¢| pour la premiére majoration.
Pour la seconde, évaluer pour différentes valeurs remarquables de ¢, I'expression |z cost 4 y cos 2t| et en déduire que
la| < 1et |b < 1.

3. Etudier les extremas de la fonction ¢ — f(t) = x cost + y cos 2¢, montrer qu’ils ne peuvent étre tous les deux atteint au
bord. a
Dans le cas ou ‘@‘ > 1, déterminer les valeurs maximales de f (on distinguera 4 cas selons les signes de x et y et on

pensera que pour comparer deux réels « et 3, il suffit de déterminer le signe de o — 3).

a
Si @‘ < 1, calculer les valeurs de f aux points critiques et aux bords, comparer ses 3 valeurs selon les 4 possibilités
sur le signe de z et y.
Au final, en regroupant les 8 cas considérés, on obtient 4 segments qui forment .......... un carré ! arf

Indication pour I’exercice [1.4] :

1. Utiliser le DLy (z) de f

2. Utiliser le DL, (x) de f, aboutir & I’évaluation des sommes Xn: (=1)*(})kI. Pour cela, en posant P(X) = (X —1)",
calculer de deux fagons différentes P(j)(l) lorsque j € [0,n]. kl\il(())ntrer ensuite que la famille
(LX,X(X-1),.,X(X-1)---(X—=n+1)
est une base de R,,[X] et écrire les X7 dans cette base (on pensera a déterminer le coefficient dominant lorsque j = n).

En déduire la valeur de Y (—1)%(})k7 selon les valeurs de j puis la limite recherchée.

Indication pour I’exercice [1.5| :
1. la| +[b]=0alorsa=b=0

2. Uitiliser que Vz € [0,1], f(z) = f(0) + [ f/(¢)dt pour obtenir une majoration || f||., < CN(f).
0

Ensuite, supposer que N < D |||| et considérer les fonctions f,(z) = Cre*"* avec C,, et a,, bien choisis
Pour la conclusion, montrer qu’un théoréme classique sur les normes en dimension finie est contredit en dimension
infinie.

Indication pour I’exercice [1.6] :

1. théoréme de composition des fonctions C°.
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2. Une récurrence simple.

1 1 .
Pn(g)exp(—;) siz>0
0 siz=0
Pour I'hérédité, on appliquera le théoréme de prolongement continu de la dérivée.

3. Procéder par récurrence en posant (P,,) : f est C" sur R et f™(z) = {
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3 Corrections

Correction de I’exercice : N est une norme :

e positivité : VX € R?, N(X)eR,.
e définie : Soit X = (z,y) € R? :

N(X) =0 max(|z], |y, |[r—y]) =0 [z|=|y[=|lz -yl =0 2=y=0& X =(0,0)

e " homogénéité " : Soient X = (z,y) ER? et A€ R :

NAX) = N((Az, Ay) = max([Az], [Ay[, [Az = Ay[) = max(|A[ |z], Ayl [A |z = y]) = A max(|z, [|y], |2 - y]) = [N N(X)
e Inégalité triangulaire : Soient X = (z,y) et X' = (2/,9') deux vecteurs de R? alors X +Y = (z + ',y +¥) et 'on

a
N(X +X') = max(|lz + 2/, ly + /|, [z + 2" = (y +¢)])

D’autre part, on a également :

lz+a’| < ol +[2| <max(lzl, [yl |z — y]) + max(|2'], |y], |2 — ¢]) = N(X) + N(X')
ly+y' | < lyl+ 1y < max(l2], [yl o = yl) + max(|2'], [y, [2" = ¢']) = N(X) + N(X)
z+2' = (w+y)l = l@-y+ @ -y <le—yl+]" =y
< max(|z|, [yl |z = y]) + max(|2’], [y/], [2" — ¢']) = N(X) + N(X)
= NX+X')=max(jz+2'],[y+¢],Jz+2" = (y+ 1)) < NX) + NX')
Boule unité : Soit X = (z,y) € R? alors
-1<z<1 -1<z<1
-1<y<1 -1<y<1
NX)Ll<& Syl e — <l& <1 &
() < 16 max(fel 2 — o) st e d DTN e NS
= r—y<1 yzx—1

Par conséquent la boule unité de N est la partie incluse dans le carré [—1, 1] comprise entre les droites y = x+1et y =z — 1.
Sa représentation géométrique est donnée par

08T

04T

02T

02T x
04T
06T

-0.87T

-1
Boule unité de N, on y perd la boule : =)

Correction de I’exercice [1.2] :
On note (2, yn) lescoordonnées du vecteur X,.
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1. Pour que la suite soit bien définie, il faut et il suffit que 'on puisse toujours calculer X,, 1 a 'aide de X,,, ce qui ici
revient simplement & exiger que x,, + y, # 0. Le probléme est que cette condition ne passe pas a I'hérédité (la somme
de deux éléments non nuls peut étre nul). Il faut faire un peu mieux. On sait que z( et yo sont strictement positifs,

To + 2z . .. .. . .
0T Yo et y = _(’)_yo sont strictement positifs, ce qui implique que z2 et yo sont strictement

2 Zo + Yo

on en déduit que x; =

positifs, etc.
On procede donc par récurrence en posant (P,) : , et y, existent et sont strictement positfs.
Initialisation : (Pg) est vraie car xg et yo sont strictement positifs.

Heérédité : Supposons que (P,,) soit vraie. Alors z,, et y, sont strictement positfs donc les réels x,41 = nTyn et
Ynt1 = %y” existent bien (la division est possible car x,, +y, > 0) et sont strictement positifs donc (P,,) est vraie,
Tp T Yn

ce qui achéve la récurrence.
Par conséquent, tous les termes de la suite (X,,), existe bien et la suite (X,), est bien définie.

x”b + yn 2x’ﬂ y'ﬂ

2. Puisque X, 41 = f(Xpn) € (Tnt1,Ynt1) = ( ), on en déduit que les suites (x,,,y,) vérifient

2 zp+yn
Tp + Yn
Tp+1 = B
o>y >0 et VneN, 22,Yn
Yn+1 = —
Tn + Yn

Face a deux suites entrelacées, on essait de voir si par hasard elles ne sont pas adjacentes. Pour commencer, en se
rappelant que pour tout entier n, les réels x,, et y, sont strictement positfs, on a

n n 2 nJn n n 2_4 nJn n - Yn 2
2 Ty + Yn 2($n + yn) z(xn + yn)

donc Vn € N, x,41 > ynt1 ce qui équivaut a ce que VYn € N*|  z, > y,. Cette inégalité étant vraie pour 0, on vien
de montrer que Vn e N,  z,, > y,.
Mononotonie de (z,,), : puisque

<0
+
x —x
Vn €N, xnﬂ—xn:”iy"—xn:y"i”go,
2 2
on en déduit que la suite (x,,), est décroissante.
Monotonie de (y)n : puisque
>0 >0
2 2 AT
_ 2Tnyn _ 2TnYn —TnYn —Yn _ ToYn —Yn Yo (Tn —Yn)
VREN, Ynt1 —Yn=—""— —Yn= = = >0,
Tn + Yn Tn + Yn Tn + Yn Tn + Yn
——
>0
on en déduit que la suite (y, ), est croissante.
-
Montrons que lim (x, —y,) = 0. Puisque ¥Yn € N, In — Yn <1l,ona
n—+oo Tn + Yn
(T’n - yn)2 1 Tn — Yn 1
VneN, 0<zu1— ==X (Tp —Yn) X —— < = (T, — Yn)-
X Tn+1 — Ynt1 2(33n n yn) 2 ( n yn) T+ Un X 2( n yn)
———

<1

Une récurrence absolument classique montre que

1
VneN, 0<az, —y, < (5)”(960 —%)-

1
Cette inégalité combinée au fait que la suite ((2)”(x0 — yo)) converge vers (0 permet d’appliquer le théoréme
n
d’encadrement donc lim (2, —y,) =0
n—-+4oo

Par conséquent, nous venons de montrer que la suite (z,,), est décroissante, la suite (y, ), est croissante et lirf (y —
n——+00

yn) = 0, c’est-a~dire que les deux suites (x,, ), et (yn)n sont adjacentes. On est alors en droit d’affirmer que ces deux
suites sont convergentes et qu’elles ont méme limite L.
Puisque nous sommes en dimension finie, on en déduit que la suite de vecteurs (X,,),, converge vers le vecteur (L, L).
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3. On suit l'indication :
Tn + Yn o 2T0Yn

2 Tn + Yn
Autrement dit la suite (z,y,)n est constante et sa valeur initiale est zoyo donc Vn € N,  x,y, = xoyo. En passant a
la limite dans cette égalité, on obtient que L? = zgyo, ce qui équivaut & dire que L = +/Toyo. Puisque la suite (z,,)n
est positif, on en déduit que L > 0 donc L = ,/Zoyo.

Conclusion : la suite de vecteurs (X,,),, converge vers le vecteur (y/Zo¥o, /To¥o)

YneN, Tpi1¥Ynir =

Correction de ’exercice [I.3] :

1. Pour commencer, montrons que N est bien définie (ce n’est une évidente que le sup d’une fonction positive soit un réel,
c’est-a-dire une expression finie et non +00).

e Existence de N : l'inégalité triangulaire, combinée au fait que Vz € R, |cosz| < 1, montre que
(1):VteR, |xcost+ ycos2t| < |zcost|+ |ycos2t| < |z||cost| + |y| [cos 2t| < |z| + |y|

donc la fonction t — |z cost 4 y cos 2t| est majorée sur R ce qui implique qu’elle admette un sup sur R.
e Positivité : c’est immédiat puisque le sup d’une fonction positive est positif.

e Définie :
N(z,y) =0< sup|rcost+ycos2t| =0Vt R, zcost+ycos2t=0
teR

, , el . , W .
En évaluant cette égalité en ¢ = 0, on obtient que z +y = 0 < x = —y et en évaluant en t = 57 on obtient que
—y=0<y=0donc z =0 et le vecteur (z,y) est nul.

e " Homogénéité " :Soit A un réel

N(A(z,y)) = N((Az, A\y)) = sup |\x cost + Ay cos 2t| = sup |A(z cost + ycos2t)| = |A|sup |z cost + y cos 2t| = [A| N(x,y)
teR teR tEE

e Inégalité triangulaire : On a pour commencer

N((z,y) + (@',y) = N((z +2), (y +¢)) = sup |(w -+ a') cost + (y + ) cos 2t .

Ensuite, on a

Vi € R, |(z+a2")cost+ (y+y')cos2t| = |(zcost+ ycos2t)+ (z' cost + y cos2t)|

< |wcost + ycos2t| + |2’ cost + 1y cos 2t| < sup |z cosa + y cos 2a| + sup |x cos a + y cos 2a
acR a€R

< N(z,y) + N(@',y)

Le réel N(z,y) + N(a',y’) est indépendant de ¢ et il majore la fonction ¢ — |(x + ) cost + (y + y') cos 2t| donc
il est plus grand que le sup de cette fonction, ce qui nous donne :

N((z,y) + (2',y) = sup|(z + ') cost + (y +y') cos 2| < N(x,y) + N(a',y/)
teR

Conclusion : N est bien une norme sur R2.

2. {(x,y) € R? |z|+|y| <1} C B : Soit (a,b) un vecteur contenu dans {(x,y) € R?; |z| + |y| < 1} cest-a-dire
la] + 1b] < 1. D’apres la majoration (1) de la question 1), on dispose de la majoration N(a,b) < |a|+ |b| < 1 donc (a,b)
appartient bien a B.

BcC {(z,y) € R% 22+ 4> <2} : Soit (a,b) un vecteur contenu dans B c’est-a-dire que

sup |acost +bcos2t| <1 & Vi€ R, |acost+beos2t| <1
teR

T
En évaluant cette inégalité pour t =0, t = 5 et t = m, on obtient que

la+bl <1 la+b <1
b <1 & b <1
|-a+bl <1 la—b| <1

On en déduit que
2lal=2a|=la+b+(a—b)|<|la+bl+]la—b<1+1=2)=|a| <1

On a ainsi montrer que |a] < 1 et |b] < 1 ce qui implique que a®> < 1 et b> < 1 donc a? +b0% < 1+1 = 2 et
BC {(z,y) €eR* 2®+y* <2}
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3. Soit (a,b) appartenant au bord de B c’est-a-dire que
N(a,b) =1« sup|acost+bcos2t| =1
teR

La fonction ¢ — f(t) = acost + bcos 2t est 2m-périodique, donc

sup |acost 4+ bcos2t| = sup |acost + bcos 2t
teER tel0,2n]

La fonction f étant continue sur le segment [0, 27], elle atteint ses bornes sur ce segment.
Supposons que les deux bornes soient atteintes aux extrémités. Puisque f(0) = f(27), on en déduit qu’elle est constante.
Soit C' cette constante : puisque

FO)=a+b, f(Z)=—-b, f(r)=—a+b

2
on a
a+b=C b=-C C=0 Lo+ L3
-b=C = a=2C & a=0
—a+b=0C —a=2C b=0

donc (a,b) =0 et N(a,b) =0, ce qui est impossible.
Par conséquent, 'un au moins des deux extrémas est atteint a Uintérieur de [0, 27]. Soit ¢y €]0, 27| un extrema. La
caractérisation des extremas montre que

fl(to)) = 0% —asintg— 2bsin2tg = 0 & asinty + 4bsintg costy = 0 & sintg(a + 4bcosty) = 0
& tg=mwmoua-+4bcosty =0

Si b =0 alors a = 0, ce qui impossible (on a fait 'hypothese (a,b) # (0,0) donc

f'(to) =0 tg = 7 ou costy = 74%

Pour que cette derniére égalité soit possible, il est indispensable d’éxiger que ‘@‘ <1

e Si

alors atteint en ¢ = 0 ou t = 27w et f(0) = f(27) = a + b donc f est comprise entre b — a et a + b et ses deux
valeurs sont atteinte donc

%‘ > 1< |a| > 4|b| alors le seul extréma de f dans |0,27[ est t = 7w et f(7) = —a + b. L’autre extréma est

sup |a cost + bcos 2t| = max(|b—al, |a + b]) = max(|b—a|,|a+b]) =1
teR

— Premier cas : si a > 0 et b > 0 alors la condition |a| > 4|b| se traduit par a > 4b. Alors la condition b > a est
impossible sinon
b>a>4b=b>4b=3b<0=0b<0

Par conséquent, b < a et b — a < 0, ce qui nous donne N(a,b) = max(a — b,a + b). Comme a — b < a+ b, on
a N(a,b) = a+ b et la condition N(a,b) = 1 se traduit par a + b = 1. Puisque nous avons exiger que a > 4b,
on a

1
1:a+b>4b+b<:>b<g

1
Réciproquement, sia > 0 et b > 0 sont tels que a+b=1avec 0 < b < 3 alors

1 4 4 4
a—l—b>1—g—getg>4bdonca>g>4b

donc N(a,b) =a+b=1.
Nous venons donc de montrer que

1
(0<4b<aetN(a,b)zl)@(azl—bet0<b<5)

— Deuxiéme cas: Sia < 0et b<0alors —a>0et —b>0et N(—a,—b) = N(a,b) = 1. Nous pouvons utiliser
le premier cas au vecteur (—a, —b) donc nous disposons de 1’équivalence

(0<4(-b)<—aet N(—a,-b)=1) e (—a=1—(-b)et0<-b< %)

ce qui signifie que
1
(a<4b<0et N(a,b)=1) = (a=—-1—bet —5<b<0)
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— Troisiéme cas : Sia > 0 et b < 0 alors la condition |a| > 4 |b| se traduit par a > —4b. Alors la condition b > a
est impossible sinon
b>a>—-4b=b>—-4b=5b>0=>b>0

Par conséquent, b < a et b —a < 0. La condition b + a < 0 est impossible sinon
b<—aet —a<4bdoncb<4b=>0<3b=0>0

ce qui nous donne N(a,b) = max(a — b,a +b) et comme a —b > a+0b (cara—b—(a+b)=-2 b >0,

<0
on a N(a,b) = a—b. La condition N(a,b) = 1 se traduit alors par a — b = 1. Puisque nous avons exiger que

a > —4b, on a
1:a—b>—4b—b<:>1>—5b<:>b>—%

1
Réciproquement, si @ > 0 et b < 0 sont tels que a —b =1 avec 5 < b <0 alors

1 4 4 4
a:1+b>1—5:3et —4b<5donca>5>—4b

donc N(a,b) =a—b=1.
Nous venons donc de montrer que

1
(0<—4b<aet Na,b)=1) = (a=1+bet —5<b<0)

— Quatriéme cas : Sia < 0et b> 0 alors —a > 0et —b <0 et N(—a,—b) = N(a,b) = 1. Nous pouvons utiliser
le troisiéme cas avec le vecteur (—a, —b) donc nous disposons de I’équivalence

(0 < —4(—b) < —a ot N(—a,~b) = 1) & (—a = 1+ (—b) et — % <—b<0)

ce qui signifie que
1
(a<—4b<0etN(a,b)zl)@(a:—l—&-betO<b<g)

.| a . . a
e Si @‘ < 1 alors soit to = 7w et f(tg) = b — a soit costy = ~ et
a? a? a® + 8b?
= 2 )=
Jto) = =35 + 0 — V) 8b
D’autre part f(0) = f(27) = a + b. Comparons ces trois nombres :
a2 + 8b? (a + 4b)* a? + 8b? (—a + 4b)
_—) — = — — — — e — — — = 2
I (= O (T ) N R N

— Premier cas : Sia >0 et b> 0, nous avons

a® + 8b? a® + 8b?
e 2T < (bh- > (b—
5 < (b+a), 5 Sl-a) (a+d)>(0-q)
2 2
—%<(b—a)<(b+a)

donc on a I’encadrement suivant de f

2 8b2
Vvt € R, —% <fH)<a+b
les valeurs de part et d’autre étant prises, on a
2 2 2 2
+8b +8b
sup 170 = max(|~ 5 o+ ) = max( 5 0 )
te[0,27 8b 8b
Puis e‘a'<1cctad'ta <1(doca<1<1)
1 —| < radui r — < nc — < —
R VT P 8b 2
a® + 8b? a
— b)=a(=—1) <
% (a+b) a(8b )< 0
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donc

sup |[f(t)=a+b&sa+b=1
te[0,27]

(par définition de N(a,b)). Or nous avons exiger que a < 4b donc

1
l=a+b<4b+bes1<bbsb>-ectb<<a+b=1.

5
. . - 1
Réciproquement si a et b sont deux réels positifs, tels que que 3 <b<leta=1->balors
1 4 4
a<l—=-=- et —=<4b donc a<4b
5 5 5
donc sup |f(t)] =a+ b= 1. Nous venons donc de montrer que

t€[0,27]
1
(0<a<4betN(a,b)zl)@(azl—betggbgl)

Deuxiéme cas : Sia < 0et b<0alors —a>0et —b>0et N(—a,—b) = N(a,b) = 1. Nous pouvons utiliser
le premier cas avec le vecteur (—a, —b) donc nous disposons de 1’équivalence

(0<—a< —4bet N(—a,-b)=1)< (—a=1—(=b)et —<-b< 1)

| =

ce qui signifie que
1
(4b<a<0et N(a,b)=1)< (a=—-1—Det —1<—b<—g)

Troisiéme cas : Sia > 0 et b < 0 alors ‘ﬁ’ < 1 ce traduit par 0 < . <le -1K @ < 0.
4b —4b 4b
a® + 8b? a? + 8b?
> — > (b— = (b—
S v, “ELT -0, @bz (0-a)
2 8b2
= (b—a)<(b+a)< S ESr
8b
donc on a I’encadrement suivant de f
_a2 + 8b2

VteR, b—a< f(t) <
€R, a < f(t) %

les valeurs de part et d’autre étant prises, on a

2 b2 2 b2
sup |f(t)|max(‘a+8 ,|bfa|):max(u,afb) (car b <0< adoncb—a<0)
te[0,27) 8b 8b
Ona—1<g<0donc—1<g<0 ce qui ne donne
Sgp S 2 Sgp S d
a® + 8b* (a — 4b)?
—— —(a—-b)=——<0
8b (a=b) 8b
donc
sup |[f(t)]=a—besa—-b=1<a=1+b
te(0,27]
(par définition de N(a,b)). Or nous avons exiger que —1 < 4% <0b<:)00<a<—4b donc
<
1
a = 1+b:1+b<—4b<:>5b<—1<:>b<—5
a = 14+b=14+b20b> -1

1
Réciproquement si on a deux réels a,b tels que a > 0 et b <0 avec —1 < b < % et a =1+ b alors

1 4 4 4
a=14+b<1—-=—-¢et4b< —= donc —4b > - donc a < —4b
5 5 5 )
donc sup |f(t)] =a—b=1. Nous venons donc de montrer que
te(0,2m]
1
(0<a<g< —4bet N(a,b)=1) < (a=1+bet —1<b<—5)
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— Quatriéme cas : Sia < 0et b> 0 alors —a < 0et —b>0et N(—a,—b) = N(a,b) = 1. Nous pouvons utiliser
le troisiéme cas avec le vecteur (—a, —b) donc nous disposons de ’équivalence

1
(0<—a< —4(-b)et N(—a,-b)=1) = (—a=14+(-b)et —1<-b< _5)

ce qui signifie que

(—4b<a<0et N(a,b)=1)< (a=-1+bet = <b< 1)

o] =

Conclusion : Résumons ce nous venons de montrer

1
o (0<4b<aetN(a,b)zl)@(azl—bet0<b<S)1

(a<4b<0etN(a,b)zl)@(az—l—bet—é<—b<0)2
1
. (0<—4b<aetN(a,b):1)®(a:1+bet—5<b<0)3

1
. (a<f4b<0etN(a,b):l)@(a:fl+bet0<b<5)4

. (0<a<4betN(a,b)zl)@(azl—bet%gbél)1

. (4b<a<0etN(a,b)zl)@(az—l—bet—1<—b<—%)2
. (0<a<f4betN(a,b):1)@(a:1+betflgbgf%)3
o (—4b<a<OetN(a,b)=1)@(@2—1+bet%<b<1)4

On peut résumer cela en (a,b) € B ssi
e a>0etb>0alors a=1-—b (cela implique que (a,b) € [0,1]?)
e a<0etbh<0alorsa=—1-b (cela implique que (a,b) € [-1,0]?
e a>0etb<0alorsa=1+b (cela implique que (a,b) € [0,1] x [-1,0]
e a <0etb>0alorsa=—1+0b (cela implique que (a,b) € [-1,0] x [0,1]

Et voila la béte !

-1
Pour paraphraser une pub :c’est bon d’avoir la boule : =)
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Correction de I’exercice : Le résultat de base est l'existence de DL, (x) pour toute fonction de classe C™ au
voisinage de x (cela découle grosso-modo de la formule de Taylor, cf son cours). En outre, son DL, (z) est donné par

(k)
fla+t) =3 ! k!(x)t’f + o(t")

et il ne reste plus qu’a calculer

1. Nous appliquons la formule précédente en t = 2h et t = h, ce qui nous donne

2
f(x +2h) i f(z) +2hf (z) + @f” (z) + o(h?) - f(@) 4+ 2hf'(z) + 2h2 £ (x) + o(h?)

Fath) = F@) +hf @)+ o @) 4 o(h?)

On en déduit alors que

ot 2) =20+ 1)+ £(0) =, )+ 20 0)+ 220 (0) =2 () + 1 (@) 4 5 (@)) + )+ o02)

= PP (@) + o)

fx+2h)—2f(x+h)+ f(z)
n2

= @ +o(l) = ()

2. Puisque f est de classe C™ sur R, on peut appliquer la formule du début d’exercice en tout point x € R et en t = kh,
ce qui nous donne
19(2)

flz+kh) = > i (kh)? + o(t™)

n " n . n (J) T ) . n n . (]) T ) N
SO = SDRE) Y o) = 30 Y1t () e+ o)
k=0 k=0 §=0 k=0 j=0
L SO (x . () & oy N
— ZZ(_nk(k)f f )(kh)J+o(h )= ,'( )hJZ(—l)’“(k)kj + o(h™)
§=0 k=0 J = 7 k=0
Il reste & évaluer les sommes S; = i (=1)*(})k7 pour j € [0,n]. Cela ressemble & une formule du binome mais le

facteur k7 est génant, il fait penser a_un début de dérivée j°™¢. On considére le polynéme
PX)=(1-X) =S (=" (") x* = (1) S (=nF () x*
(0= -2 = 30+ ()2 = or e
k=0 k=0
Puisque 1 est une racine d’ordre exactement n de P, on a
vieo,n—1], PY1)=0 et P™(1)=n!
Puisque Vj € [0, n],

POX) =S (")k(k—1)-- (k—j+ DX*I(—1)"F = ) SO (=DR () Rk = 1) (B — 5+ 1)XE
()= 3 ()t =)= 5 4 105 - O ()R g )
On en déduit que, en évaluant en X =1
(1) :Vj € [0,n — 1], Z(—l)k<2)k(k— ) (k—j+1)=0

k=0
Un interméde d’algebre linéaire : Soit la famille de polyndémes
(LXXX-1),..XX-1)--(X—-j+1),.,.XX-1) - (X-(n-1)+1)=XX-1)--- (X =(n—-2))
Pour la simplicité des écritures suivantes, on convient que la notation X(X — 1)---(X — j + 1) correspond, lorsque

7 =0, au polynéme 1.
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Cette famille de polynomes est échelonnée en degré donc c’est une famille libre. Elle est de cardinal n et puisqu’elle
est clairement contenu dans R,,_1[X], qui est de dimension n, on en déduit qu’il s’agit d’une base de R,,_1[X]. Ainsi,
pour tout entier j € [0,n — 1], il existe des réels a; ; tels que

n—1
X =Y a4 X(X -1)-- (X —i+1)
=0

En particulier, pour X = k € [0,n]], on a

n—1

K=Y aik(k—1)-(k—i+1)
1=0

Fin de l'interméde d’algébre linéaire.
Les formules (1) et (2) nous permettent donc d’écrire, en utilisant Fubini pour les sommes finies, que pour tout

je0,n—1]
S;o= > (DK :Z(—l)k(g)iamk(k—n---(k—iﬂ): Y (—D*(Mai k(b — 1) (k—i+1)
k=0 k=0 3 k=0 i=0
= ZZ Maik(k—1)-- (k—i+1 Zawz (M k(k—1)--(k—i+1)
1=0 k=0 =0 k=0

n—1
= Y ai;x0=0 ((1)carie[0,n—1])
=0

Si j = n, il est aisé de vérifier que la famille
(LX,X(X-1),. ., XX-1)--(X—-7541),.,.X(X-1---(X—-n+1)

est une base de R, [X] et qu’il existe donc des réels a;, tels que
Zam X—-1)-- (X —j+1)=Vke[0,n], Zam E—1)---(k—i+1)

En considérant le coefficient dominant, on a ay,, = 1. Les formules (1) et (3) nous donnent :

Sno= D (DR =D (-1 Zam k=1)(k—i+1) =Y Y (=) (Daink(k —1)--- (k—i+1)
k=0

k=0 i=0

= 22 D Raink(k = 1) (k=i 1) =Y aind (1" (k(k—1)- - (b =i+ 1)

=0 quand 2€[0,n—1]

n

= annz 1)(/€—n—|—1):(—1)"<

=1 =0 quand k€[0,n—1]

n> nn—1)..(n—n+1)=(-1)"n!

En résumé, on a montré que
Vje[0o,n—1], S;=0 et S,=(-1)"n!

donc
n (n) ()7
S k) = EEOM iy o) = (1)t @+ o(h®)
k=0 : -
kzo(—l)k(Z)f(a? + kh) ( o
= n o1l n
- o = (@) +of1) 5 (1) @)
Correction de ’exercice [L.5] :
1. e Existence f est C! sur [0,1] alors f’ est continue le segment [0,1] donc elle est bornée sur ce segment et
sup |f'(z)] existe.
z€[0,1]
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e Positivité : c’est évident.

e Définie: N(f) =0« |f(0)]+ sup |f'(x)] = 0. La somme de deux réels positifs est nulle ssi les deux réels sont
z€]0,1]
nulles donc f(0) = sup |f'(z)| = 0. La fonctions |f’| est positive et son sup sur [0, 1] est nul donc f est nulle
z€[0,1]
sur intervalle [0, 1] ce qui implique que f est constante sur cet intervalle. Puisque f(0) =0, on a bien f = 0.

e " Homogénéité " : Soient A€ Ret f € E:

NAS) =M+ sup [Af'(@)] = [AIFO)] + Al sup [f'(z)] = [A[(1f(0)] + sup [f'(z)]) = [AIN(f)
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

e Inégalité triangulaire : Soient f et g deux éléments de E

D) = 1f0) +90)] < [f(O)]+ |9(0)]

Ve e [01], [|f'(z)+ g @) <|f @)+ 1g'(x) < sup [f(&)]+ sup |g'(¢)]
t€[0,1] te[0,1]

La fonction z — |f'(z) 4+ ¢'(x)| est majorée sur [0,1] par le réel N(f)+ N(g) qui est indépendant de x donc

(2): sup [f'(x) +¢'(=)] < N(f) + N(9)

La combinaison de (1) et (2) montre que 'on a

N(f+9)=1f0)+g0)|+ sup [f'(z)+g'(z)] <[f(0)] +]9(0)[ + sup [f'(z)|+ sup |g'(z)| = N(f)+ N(g)
z€[0,1] z€]0,1] z€]0,1]

2. On note ||f||, = sup |f(x)| et par conséquent, sup |f'(z)|=|f"|-
z€[0,1] z€0,1]
x

Pour commencer, remarquons que Vz € [0,1], f(z) = f(0) + [ f'(t)dt (qui donne au passage toutes les formules de
0

Taylor). On a donc la majoration suivante

vee0.1], |f(x) < |FO)+ / ()| < 17 0)1+ / F(0)]dt < 1FO)]+ / 1w dt = [FO) [+ oo & < |FO)H ]l =
0 0 0

La fonction x — |f(x)| est majorée sur [0, 1] par le réel N(f) qui est indépendant de = donc

sup |f(2)] S N(f) < [fll < N(f)
z€[0,1]

et cette majoration est valable pour toute fonction f de E ce qui implique que N est plus finie que |||, (une suite de
E convergeant pour N converge pour ||| )

Existe-il une constante C' positive telle que Vf € E, N(f) <C|f| ?

Remarque : Si une suite (f,)n de fonctions de E converge vers 0 pour |||, , cela signifie que nEIJIrlOO | frllo donc que

la suite (fy)n converge uniformément vers 0. La magjoration N(fn) < C||ful implique que la suite (f,), converge
également vers 0 pour la norme N, c’est-a-dire que |f,(0)] — 0 et que ||f}|l., — 0. Autrement dit, on exige que
fn(0) — 0 et que la suite des dérivées de (fn)n converge uniformément vers 0. Cela parait étonnant que la convergence
uniforme de (fn)n implique la convergence uniforme de (f]). et nous allons construire & la main un contre-exemple

—nxT

1
Considérons la suite (f,,), de F définie par Va € [0,1], fn(z) = ¢ donc f,(0) = — et f] (z) = —e "".
n n

1 1
La fonction f,, est décroissante positive sur [0, 1] et f,,(0) = — donc ||f»] = —.
n n
La fonction f, est croissante négative (I'opposé d’une fonction décroissante est croissante) et f) (0) = —1 donc |||, =

-1 = 1.
1 1

On en déduit que N(f,) = —+1—1et || fa]|.,, = — — 0, ce qui contredit le fait que I’on doit avoir N(f,) — 0.
n n

On peut également procéder de la fagon suivante : Supposons que Vf € E, N(f) < C| fl|,, alors en évaluant cette
inégalité en f = f,,, on obtient

1+E<Cxlé lim (1+l)<C>< lim l¢1<0
n n n—-+oo n n—-+oo N

ce qui est impossible et les normes |||, et N se sont pas équivalentes sur E.
Nous savons qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, ce qui n’est pas le cas en dimension infinie (ce
qui est le cas de E).
Remarque : on retrouve également que E est de dimension infinie. Procédons par l’absurde donc E est de dimension
finie, alors les normes |||, et N sont nécessairement équivalentes, ce qui n’est pas le cas. Par conséquent, E =
C1([0,1],R) est de dimension infinie.
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Correction de I’exercice :

1
1. La fonction g : z +— - est C* sur RY, g(RY) = RX et la fonction h : & — exp(x) est C> sur RX donc hog = f est
C*> sur R}. D’autre part, f = 0 sur R* donc elle est C™ sur R*. Par conséquent, puisque R} et R” sont d’intersection
vide, la fonction f est C*° sur RX URY = R*.

1 1
2. On procéde par récurrence en posant (P,) : il existe P, € R[X] tel que Yz >0, £ (z) = P,(=)exp(——).
T x

1
Initialisation n = 0 : Vo > 0, f((z) = f(x) = exp(——) et le polynome Py = 1 convient donc (Py) est vraie.
x

Heérédité : Supposons que (P,,) soit vraie alors

Ve > 0, [0 =B exp(—2) = (@) = (Pa(z) exp(—))

X
:fwm@=—;m0mw<5+;ﬂﬁﬂm“b:(ﬁﬁﬂb+;ﬂ@0““i’

z x
Si 'on considére le polynoéme P, i définie par
Pri1(X) = =X?P(X) + X?P,(X) = X*(Pa(X) = P (X)),

nous avons bien 1 1
Ve >0, fOt)(z) = PnH(E) exp(—;)

donc (P,+1) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

3. Le lecteur s’assure aisément que f est continue sur Ry (il suffit de calculer lim+ f(z)). Pour montrer que f est de
x—0

classe C', on se remémore le théoréme de prolongement continue de la dérivée :

si f est continue sur I, si f est Ct sur I\{a} et si lim f'(x) =1 alors si | € R, la fonction f est C' sur I et
xzel

fl(a) =1, si | = oo alors f est non dérivable en a et sa courbe représentative posséde une asymptote verticale au

point (a, f(a)).

Dans notre cas, il suffit de calculer

1 1
. / . . 2 :
wh%l+ f'(z) = mll%h —— exp(——) to1/e t lim —t“exp(—t) = . lim exp(—t)=0

donc f est Ct sur Ry et f/(0) = 0. Je laisse le lecteur vérifier par le méme procéder que f’ est de classe C! sur R, ce
qui implique que f est C? sur R... Pour aller plus loin, nous allons procéder par récurrence

Remarque : un moyen pour montrer qu’une fonction est C* est de procéder par récurrence en explicitant la forme de
sa dérivée n'*™¢. La forme de la dérivée n'®™ permettra d’exploiter un théoréme de dérivation (dans notre cas, le
théoréeme de prolongement continue de la dérivée, pour des séries, le théoréme de dérivation des séries de fonctions,
pour des intégrales, le théoréme de Lebesgue de dérivation sous le signe intégral). Sans explicitation, il est impossible
de prouveer Uhérédité : en effet, si 'on sait que f est C™ comment obtenir que f est C" 1 sans information ? (il ne

faut pas espérer que Uécriture de f fasse quoi que ce soit pour f(™).
1 1
P,(—)exp(——) sixz>0
\(C)esp(—) sia

0 siz=0
Initialisation n = 0 : f est continue sur R} (car elle y est C*°) et I'on a :

Posons (H,) : f est de classe C" sur Ry et f(")(z) = {

lim 1 =00 = lim f(z)= lim exp(—%) ="7exp(—00)” =0 = f(0)

z—0t T z—0t z—0+
donc f est bien continue (C?) sur R;.

Hérédité : Supposons que (H,) soit vraie alors f est C™ sur Ry donc f(™) est continue sur R, . De plus (™ est C*
sur RY et l'on a

Ve >0, (F0(@) = O (@) = Prsa () expl(—2)

1
Nous pouvons dés lors calculer lim f ("H)(x) en utilisant le changement de variable ¢t = — et en se rappelant que e**
x

x—0

impose sa limite sur tout polynéme :

Pot1(t)exp(—t) = lim exp(—t) =0

li
t—-+o00

1 1
lim Ot (z) = lim Poyqi(— ——) = 1
wi}’g* f (x) w%* +1(CB) eXp( II,') t=1/x f—}-‘rmoo
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Toutes les conditions du théoréme de prolongement continue de la dérivée sont réunies. On peut dés lors affirmer que
f™ est C sur R, donc f est de classe C"! sur Ry et que (f(™)(0) = 0 < f(™TY(0) = 0. Puisque

1 1

Ve >0, fOHD(z) =P, )exp(——),

x
on en déduit que f est de classe C"*! sur R et

1 1 .
F () = Pn+!(E)GXP(—;) siz >0
0 siz=0

ce qui prouve que (H,+1) est vraie et achéve la récurrence.
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