PSI : fonctions d’une variable réelle, espaces vectoriels normés 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 1. Soient o un réel strictement positif et f une fonction de classe C' sur R, telle que f’ + of soit bornée
sur Ry.
Montrer que f est bornée sur R, .
Ce résultat est-il encore vrai si « < 0 7

2. On note E = {f € C'([0,1],R) telle que f(0) = 0}. Pour tout élément f € E, on note

Iflloe = sup [f(@)] et N()=If+[

xz€[0,1]

(a) Montrer que || f|| ., et N1 sont des normes sur E.
(b) Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que Vf € E, |/ f|l., < CN(f)

(c) Les normes |||, et N sont-elles équivalentes 7
Exercice 1.2 Soit £ I’ensemble des applications C! de [0, 1] dans R.

Pour f € €, on pose Noo(f) = sup [f(2)|, Na(f) = /[ f(x)%dz et N(f)=[f(0)|+ sup |f'(x)]

o

z€[0,1] z€[0,1]
1. Montrer que Ny, N2 et N sont des normes.
2. Montrer 'existence de deux constantes Cy et Cs telles que
Vf €€ Na(f) < CiNwo(f) < C2N(f)
3. Les normes N, et Ny sont-elles équivalentes 7
4. Les normes N, et N sont-elles équivalentes 7
5. Les normes N et N sont-elles équivalentes 7
Exercice 1.3 Soit f une fonction de classe C? sur [a, b].
Montrer qu’il £ €]a, b[ tel que
veelabl, £ = @it fpit s EZE D o
Retrouver ainsi que si f() est positive sur [a, b] alors f est convexe.
Exercice 1.4 On note £ = C1([0, 1], R). Pour tout élément f € E, on note
Ni(f) = fle+ 1l = sup [f(z)[+ sup [f'(z)]
z€[0,1] z€[0,1]
No(f) = 1O+ + flle = 10 + S [f(x) + f'(2)]

1. Montrer que N7 et Ny sont des normes sur FE.

2. Les normes Ny et Ny sont-elles équivalentes ?
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2 Indications
Indication pour I’exercice [1.1]:

1. Poser f' 4+ af = g et en utilisant la variation de la constante, exprimer f en fonction de g. En déduire une majoration
de f.
Si a < 0, considérer une fonction exponentielle convenable.

2. (a) Pour la seconde, on aboutit & une équation différentielle que 1’on résoud et on utilise que f(0) =0
(b) Utiliser la question 1)

(c) Essayer avec des fonctions f,, () = 2™ et en déduire une minoration de la constante recherchée

Indication pour l’exercice [1.2]:

1. RAS

2. Pour la premiére, on majore f par sa norme Ny (f) dans l'intégrale, pour la seconde, on utilise que f(z) = f(0) +

o
0

3. Par ’absurde, utiliser une suite de monodmes bien choisies (c’est pas compliqué) dans 'inégalité et passer a la limite
4. Par Pabsurde, utiliser une suite de mondmes bien choisies (c’est pas compliqué) dans 'inégalité et passer a la limite
5. LA DAME TE DIT (: = )) : Par l'absurde, utiliser une suite de monomes bien choisies (c’est pas compliqué) dans

I'inégalité et passer a la limite

Indication pour I’exercice [1.3|:
Pour z fixé, appliquer Rolle a la fonction

en choissant A telle que p(x) = 0.
Appliquer la formule précédente & z,y et (1 —t)z + ty

Indication pour I’exercice [1.4] :

1. RAS

2. Montrer que Ny < C'N;. Pour l'autre, s’inspirer de 1’exercice Pour cela, noté g = f + f’ et exprimer f a aide de

g (voir Pégalité précédente comme une équation différentielle). En déduire une majoration de sup |f(z)| en fonction
z€[0,1]

de Ny(f). Pour f', remarquer que f' = (f + f') — f, ce qui donne une majoration analogue de sup |f'(z)|
z€[0,1]
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3 Corrections
Correction de I’exercice [I.1] :

1. Posons g = f’ + «af. La fonction g est bornée et nous devons montrer que f est bornée. Pour cela, nous allons exprimer
f en fonction de g en utilisant la méthode de la variation de la constante. L’é¢quation homogene 4 + ay = 0 admet
comme solutions les fonctions du type t — Ce~%?, o1 C est une constante. Ensuite, on cherche une solution particuliére
de ¥’ + ay = g sous la forme t — C(t)e™*, ce qui nous donne

(Ce™) +a(Clt)e™™) = glt) & C'(1)e ™ + C(B)(e™") +aC(t)e" = g(¢)
& Cl(He ™ + C(O)[(e™) + ae™) = g(t) & C'(H)e™" = g(t) & C'(t) = g(B)e""
——

=0
T

Cla) — C(0) = / g(B)etdt,

0

en intégrant sur [0,z]

xT
Comme on cherche une solution particuliére, on choisit C(z) = [ g(t)e”**dt et une solution particuliere de y' + ay = g
0

est donnée par
xr
x e_o‘”’/g(t)eo‘tdt
0

Par conséquent, f s’écrit
x

Ve eRy, f(z)=Ce " e /g(t)eo‘tdt.
0

En évaluant en = 0, on obtient que f(0) = C donc
xT
Ve e Ry, f(z)= f(0)e " 4 e /g(t)eatdt
0

ce qui nous permet de majorer f. Sil'on note ||g||, = sup |g(x)|, on a :
TERy

x

Ve e Ry, |f(@)] = |f(0)e " + e / o(t)etdt| < |£(0)] e e / g(t)etdt| < |£(0)] e e / lg(t)] et
0 0 0

x

Puisque a > 0, on aVz € R, e < e =1 donc

x

B T B o eat t=x
Vo e Reo @ISO+ [lalerdr < 70+ lgloe [ear=170)]+ ol ||
t=0
0 0

eOéI

Cew €1 - gl

< 0 ar [ = < 0 az < 0 1191loo

FO+lgloe [ = 2] <1701+ lallo e x & < 10+ 1]
191
o

Si a < 0, le résultat est faux. Il suffit de considérer la fonction f(z) = e~ ** alors f' 4+ af = 0 qui est bornée alors que

lim e~ %% = 4o0.
r—+00

Par conséquent, la fonction f est bornée par |f(0)| +

2. (a) ||/l est une norme:

e Existence : toute fonction C! sur [0, 1] est continue sur [0, 1] donc elle y est bornée et le sup existe bien.

e Positivité : évident

e Définie : Si || f||,, = 0 alors la fonction | f| est positive et majorée par 0 sur [0, 1] donc elle est nulle sur [0, 1]
ce qui implique que f = 0.

e " Homogénéité " :Soit A e R :

Moo = sup [Af(2)] = [Al sup [f(2)] = A[][f]l -
366[071] 326[0,1]
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e Inégalité triangulaire : Soient f, g appartenant & F

Ve e[0,1], [f(z) +g9(@)| <|f(@)] +l9(@)] < [l + M9l

donc la fonction f + g est bornée sur [0,1] par [[f||,, + [lgllo qui est un réel indépendant de x, ce qui nous
montre que

If + 9l = s 1f(@) + 9(@)] < Iflloe + ll9lloc
xe|0,

N est une norme:

e Existence : si f est C! sur [0,1] alors f et f’ sont continues sur [0,1] donc f + f’ est continue sur [0, 1], ce

qui implique que sup |f(x)+ f/(z)| existe bien.
z€[0,1]

e Positivité : évident
e Définie : Si N(f) =0« || f+ f'||,, = 0 alors

vz €[0,1], f(z)+ f'(z)=0
Le cours sur les équations différentielles du premier ordre linéaire montre que f est de la forme
va € [0,1], f(z)=Ce ™.
En évaluant en x = 0, on obtient f(0) = C, or f(0) =0 car f € E donc
Ve e[0,1], f(z)=0

ce qui démontre que f =0
e " Homogénéité " :Soit A e R :

NAS) = sup [Mf(z)+ (Af(@))]= sup [Af(z)+Af'(2)] =[Al sup |f(x) + f'(2)] = [AIf + f'lle = AN

z€[0,1] z€]0,1] z€]0,1]
e Inégalité triangulaire : Soient f, g appartenant a F
€ [0.1], [f(z)+g(z)+ (f(2)+9()|=|(f(2)+ f'(2) + (9(z) + g'(z))|
< f@) + @)+ lg(@) + g'(2)] < N(f) + N(g)

donc la fonction f 4+ g + (f 4+ g)’ est bornée sur [0,1] par N(f) + N(g) qui est un réel indépendant de z, ce
qui nous montre que

YV

N(f+g) = le[lopl] |f(x) + g(x) + (f(x) + g(x))'| < N(f)+ N(g)

(b) Soit f € E donc f est de classe C! sur [0,1], ce qui implique que la fonction f + f’ est bornée sur [0, 1]. Si I'on
pose g = f + f', cette fonction g est bornée par ||f + f'||,, = N(f) et en utilsant la preuve de la question 1, qui
reste valable en remplacant R par l'intervalle [0, 1], on a la majoration suivante :

t;épl] |9(t)]
vz e [0,1], [f(=)< [f(0) + f = sup [g(t)] = sup |f(t)+ f'(t)] = N(f).
—0 car fEE t€[0,1] te[0,1]

La fonction f est bornée sur [0, 1] par le réel N(f) qui est indépendant de x donc

[fllo = sup [f(z)| < N(f)
€lo,1]

xT

(¢) Pour que les deux normes soient équivalentes sur E, il suffit, d’aprés la question précédente, de savoir s'il existe
une constante C' > 0 telle que
VfeE, N(f)<C|fl

On consideére, pour tout entier n, la fonction f,, € E définie par
Ve e [0,1], fu(z)=2"
Cette fonction est croissante positive sur [0, 1] et f,,(1) = 1 donc

[ falloo = 1.
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D’autre part,
Vn>1, Vzel0,1], fi(z)=a"+na"".

La fonction f,, + f/ est clairement croissante positive sur [0,1] et (f, + f5,)(1) =1+ n donc
=1, N(fa)=1+n
Si une majoration Vf € E, N(f) < C|f| . existe, alors en I'évaluant en f = f,, avec n > 1, on obtient
Vn>1, 14n<C= lim (14+n)<C=+oo<C

ce qui est absurde donc il n’existe aucune constante réelle C' telle que N(f) < C'||f]| . -
Conclusion : les normes |||, et N ne sont pas équivalentes sur E.

Correction de D’exercice [1.2] :

1. N, est une norme:

e Existence : toute fonction C! sur [0, 1] est continue sur [0, 1] donc elle y est bornée et le sup existe bien.
o Positivité : évident
e Définie : Si || f||,, = 0 alors la fonction |f]| est positive et majorée par 0 sur [0, 1] donc elle est nulle sur [0, 1] ce
qui implique que f = 0.
e " Homogénéité " :Soit A € R :
IMlloo = sup [Af(@) =[A] sup |f(@)] = [A]lf]lo-

€[0,1] z€0,1]
e Inégalité triangulaire : Soient f,g appartenant a F

Vo € [0,1],  [f(z) +9(2)] < [F(@)] +[9(@)] < [ fll + 9]l

donc la fonction f + g est bornée sur [0, 1] par || f||, + 9]/, qui est un réel indépendant de z, ce qui nous montre
que
1f +9llee = sup |f(z) + 9(@)] < £l + 19l
z€[0,1]

Ny est une norme:

e Existence : si f est C! sur [0,1] alors f est continue sur [0,1] donc f? est continue et positive sur le segment
1

[0,1], ce qui implique qu’elle est intégrable sur [0, 1] et que son intégrale [(f(¢))?dt est positive. La racince carrée
0

est bien définie, ce qui justifie que No(f) existe bien.

o Positivité : Cela découle des résultats de 'existence (et toute racine carrée est positive)

1
e Définie : Si Nao(f) = 0 < [(f(¢))?dt = 0. La fonction f? est continue, positive, d’intégrale nulle donc elle est
0
nulle, ce qui montre que
vz e[0,1], (f(z)’=0=Vze[0,1], f(z)=0=f=0

e " Homogénéité " :Soit A € R :

M) = | [os@a= |2 [pa= Va2 | [eora=n | [7erde= .

e Inégalité triangulaire : Soient f,g appartenant a FE, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz pour les
intégrales, on a

(No(f +9))° = / (F() + g(0))?dt = / (F(0)2dt + / (9(£))? +2
0 0
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N est une norme:

e Existence : si f est C'! sur [0, 1] alors f’ est continue sur [0, 1] donc elle est bornée sur [0,1] et sup |f(z) + f/(z)|
z€[0,1]
existe bien.

e Positivité : évident
e Définie : Soit f € F, on a

N(f) =0« [f(0)|+ sup |f'(z)| =0 f(0) = sup |f'(x)] =0« f(0)=0etVae[0,1], f(z)=0
z€[0,1] z€[0,1]

Ainsi, f est constante sur I'intervalle [0, 1] et comme f(0) = 0, cette constante est nulle, ce qui implique que f =0

e " Homogénéité " :Soit A € R :
NOS) = [MO)[+ sup [Mf(2)] = [MFO)]+A] sup |f'(@)] = |A] <|f(0)+ sup f’(w)> = A N(f).
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

e Inégalité triangulaire : Soient f,g appartenant & £

1) A(F+9)0)] = 1£(0) + 9(0)] < |£(0)] + |9(0)|
Vo € [0,1], |(f(x) +9(2))| = [f'(z) +g' (@) < [f' (@) + |g'(@)] < sup [f'()] + sup |g'(2)]

t€0,1] te[0,1]

La fonction (f + g)’ est est bornée sur [0,1] par sup |f'(¢)] + sup l¢'(t)] qui est un réel indépendant de x, ce
tel0,1] te0,1
qui nous montre que

(2) = sup [(f(z)+g(2))'| < sup |f'(t)|+ sup |g'(t)]
z€[0,1] te[0,1] te[0,1]

En ajoutant les inégalités (1) et (2), on obtient

N(f+9) = [f(0)+g(0)]+ sup |(f(z)+g(@))| <|fO)] +9(0)[ + sup |f'()|+ sup |g'(t)
z€[0,1] t€[0,1] tel0,1]
= [fO)[+ sup |/ ()] +9(0)| + sup |g'(t)] = N(f)+ N(g)
te[0,1] te[0,1]

2. Soit f € £, alors la premiére inégalité résulte de

1

1
No(f) = / )2dt < / D2t = | (Noo(F))? / dt = /(N (D = Noo(f)
0

donc Na(f) < Noo(f)-
Pour la seconde inégalité, on utilise que Vo € [0,1],  f(z) = f(0) + [ f/(¢)dt, ce qui nous donne

0
F@) < 1F0)+ / F(t)dt| < 1£(0)] + / (1) dt < £(0)] + / sup |£'(2)] dt
0 0 'zE,[O,l]
indépendant de ¢
= 1FO)+ suwp |z |/dt 0+ swp If(Dz < 1FO)+ sup |f()] = N(f)
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1] 2€[0,1]

On vien de montrer que la fonction f est bornée par le réel N (f), qui est indépendant de x donc

Noo(f) = sup |f(z)| < N(f)

z€[0,1]

. Puisque Vf € £, Nao(f) < Noo(f) ’équivalence des normes N, et Ny équivaut a Pexistence d’une constante C' telle que
Vf €&, Noo(f) < CNa(f). Testons cette inégalité sur la fonction f,, € F définie par f,(z) = 2™, ot n est un entier

1
Von+1’
Vn €N, Naoo(fn) < CNa(fn) < Vn e N 1<— % & dmo1< im -2 o1<0

’ oco\JJn) X 2\J/n 9 X \/m n—stoo \n~>+oo\/m X

Cette derniére inégalité étant absurde, on en déduit qu’il n’existe aucune constante C telle que Vf € £, Noo (f) < CNa(f)
et les normes N, et Ny ne sont pas équivalentes.

naturel quelconque. Un calcul simple laissé au lecteur montre que Noo(fn) = 1 et Nao(fn) = ce qui nous

donne
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4. Puisque Vf € £, Noo(f) < N(f), I’équivalence des normes N, et N équivaut a l’existence d’une constante C' telle que
Vi e & N(f) < CNy(f). Testons cette inégalité sur la fonction f,, € E définie par f,(z) = z™, ol n est un entier
quelconque. Un calcul simple laissé au lecteur montre que Noo(f,) =1 et N(f,,) = n, ce qui nous donne

VneN, N(fu) <CNoo(fn) ©VneN, n<C= lim n<Ce+00<C
n—-—+:0oo
Cette derniére inégalité étant absurde, on en déduit qu’il n’existe aucune constante C' telle que Vf € &, N(f) < CNL(f)
et les normes N, et N ne sont pas équivalentes.

5. Puisque Vf € £, Na(f) < Noo(f) < N(f), on en déduit que Ny (f) < N(f). L’équivalence des normes Nog et N équivaut
alors a lexistence d’une constante C' telle que Vf € £, N(f) < CNa(f). Testons cette inégalité sur la fonction f,, € E
définie par f,(z) = 2™, ol n est un entier quelconque (pour changer). Un calcul simple laissé au lecteur montre que

1 -
No(fn) = NoTEm! et N(f,) =n, ce qui nous donne
~ C . . C
YneN, N(fn) <KCNz(fn)eVneN, n——= lim n< lim —— & +00<0

V2n+1 no+oo n—+oo /21 + 1

Cette derniére inégalité étant absurde, on en déduit qu’il n’existe aucune constante C' telle que Vf € &, N (f) < CNy(f)
et les normes N> et N ne sont pas équivalentes.

Correction de I’exercice [1.3] :
Fixons z € [a, b]. Classiquement dans ce genre d’exercices, on introduit la fonction

t—> t—a (t—a)({t—">)
t b t) = f(t) — e b A
vie ol o) = £(t) - (Fla) - 4 poyi =2+ CZ D)
ol A sera une constante convenablement choisi.
Remarque : On constate que p(a) =0 et p(b) = 0. Le théoréme de Rolle montre qu’il existe un réel ¢ €]a,b] tel que ¢'(c) = 0.

Puisque
dw)= @ - 1O IOty gy OO ath),

On sait que ¢'(c) = 0 mais pour aboutir & une dérivée seconde, il est souhaitable d’avoir un autre point point qui annule p.
C’est la qu’intervient le choiz de la constante A. Nous allons choisir un point xo quelconque, & priori de |a,b[ (pour qu’il
soit distinct de a et b) tel que p(xg) = 0. Nous appliquerons alors Rolle sur [a,zo] et sur [xo,b], ce qui nous donnera 2 réels
¢ et d nécessairement distincts puis nous appliquerons Rolle sur [c,d] et notre dérivée seconde apparaitra toute seule. Or il
nous est demandé d’avoir I’égalité

x—0b x—a (z—a)(z—0>)
a—b+f(b)b—a+ 2

f(x) = f(a) Fad(3)

et comme il est souhaitable qu’a terme nous ayons A = f(2) (&), Uégalité ci-dessus se traduit alors par ¢(x) =0, ce que nous
allons exiger dans la suite.

Supposons que z €]a, b[ (en n’oubliant pas que z est fixé et que la variable est t) et choisissons A tel que p(z) = 0, cela est
toujours possible puisque

(z x—b x—a

wAzf(x)—(f(a)a_b‘Ff(b)b_a

o) =0&

(r—a)(x—b)

ci-dessus et nous fournit une unique valeur possible. Nous n’allons pas explicter la valeur de A (cela ne servira pas dans la
suite). On suppose désormais que A a été choisi tel que p(z) = 0 (je rappelle de nouveau que z est fixé et t varie).

Par définition ¢(x) = 0 et par un calcul direct ¢(a) = ¢(b) = 0. Puisque ¢(a) = ¢(x), le théoréme de Rolle appliqué a la
fonction ¢ — ¢(t) montre 'existence d'un réel ¢ €]a, [ tel que ¢’(c) = 0. D’autre part, puisque ¢(z) = ¢(b), le théoreme de
Rolle appliqué a la fonction ¢ — (t) montre également 'existence d’un réel d €]z, b[ tel que ¢'(d) = 0. Par construction, on
ac <z < d donc les réels ¢ et d sont distincts et comme ¢’(¢) = ¢’(d), une nouvelle application du théoréme de Rolle a la
fonction ¢ — ¢'(t) montre Pexistence d'un réel ¢ €e, d[Cla, b[ tel que ¢®)(€) = 0. Or un calcul direct nous donne la dérivée
seconde de ¢, qui est donnée par

Puisque = €la,b], le facteur est non nul, donc nous sommes en droit d’effectuer la division dans 1’égalité

VA, @ (z)=fP(z) - A
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Par conséquent, la condition ¢(?)(€) = 0 est équivalente a A = f(2)(€), donc la fonction ¢ s’écrit

t—b t—a (t—a)(t—0)
a—b+f(b)b—a+ 2

vt € a,b], o(t) = f(t) = (f(a)

F2)
et nous savons que () = 0 donc on obtient I’égalité recherchée

x—b x—a (z—a)(z—0>)
— )+ 7))

p(x) =0« f(z) = f(a)
Il reste a traiter le cas ou © = a ou « = b. Pour « = a, on constate que pour tout £ € [a,b], on a

a—>b a—a (a—a)la—0>b)

a—bJrf(b)b—aJr 2

f(a) FE©) = f(a)

ce qui implique que I’égalité souhaitée est valable pour tout ¢ € [a, b]. De méme pour z = b.

Supposons désormais que f() est positive sur [a,b]. Soient z,y deux réels appartenant a lintervalle [a,b] et ¢ un réel
appartenant a [0, 1]. Les trois réels z,y, (1 — t)x + ty appartenant a [a,b], on est assuré de existence de trois réels &;,&,,&5
tels que

fa) = f@il g st E D o
) = @l gt WD o)
1) f(1-Detty) = fa) (1- tlx_—i—bty L t)bx_+aty —a, (A-trtiy- a)2((1 T4ty =) o
On en déduit que I'on a
(-0f@+ ) = -0 (f@iz)+ g s+ T o))

v (1@E=g + syt U= pey))

b b—a 2
_ f(a)(l —t)x:l()l —t)b +f(b)<1 —t)gz‘: (1-1t)a +a _t)(x—aé(x—b)f(z)(gl)
@Y i WD e,
ce qui s’écrit encore
(@) (@) = fa) Lm0 ) UmDermo g ) @D o) U OW D) e e,

Des égalités (1) et (2), et en se rappelant que t € [0,1], que z,y € [a,b] et que f() est positive sur [a, b], on obtient le calcul
suivant :

b - - b
F(L— Bz 1) — (1 - @)+ t1(w) = (- T DED gy o o WZOWZW o) <

ce qui montre que
F((L=t)z+ty) < (1 —1)f(z) +tf(y)

Cette égalité étant valable quels que soient z,y appartenant a [a,b] et quel que soit ¢ appartenant & [0, 1], nous pouvons
affirmer que f est convexe sur [a, b].

Correction de ’exercice [L.4] :

1. Nj est une norme:

e Existence : si f est C! sur [0,1] alors f et f’ sont continues sur [0,1] donc f etf’ sont bornées sur [0, 1], ce qui

implique que sup |f(z)| et sup |f'(x)| existent bien.
z€[0,1] z€[0,1]

e Positivité : évident
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e Définie : Si Ni(f) =04 | fll + |f'[lo =0 alors || f|l, =0 et || f||,, = 0. La premiére égalité implique que f
est la fonction nulle sur [0, 1].

e " Homogénéité " :Soit A € R :

Ni(Af) = zl[lopl]\/\f(x)lJr sup [Af'(x)| = [A| sup [f()[+[Al sup [f'(z)] = [Al( sup |f(z)l+ Supl]lf'(x)l)Zl/\lNl(fﬁ

x€(0,1 z€[0,1 z€[0,1 z€[0,1 z€|0,
e Inégalité triangulaire : Soient f,g appartenant a F

Vo € [0,1],  [f(2) +g(@) <[f(@)] +g(x)] < sup |f{)|+ sup |g(t)|
te[0,1] te[0,1]

donc la fonction f + g est bornée sur [0,1] par sup |f(¢)| + sup |g(t)] qui est un réel indépendant de z, ce qui
t€[0,1] t€(o,1

(1): sup |f(z)+g(x)] < sup |f(t)]+ sup |g(t)]
z€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]

nous montre que

En faisant le méme raisonnement avec f’ et ¢’, on obtient que

(2): sup [f'(z) + g ()| < sup [f(¢)]+ sup |g'(¢)]
z€[0,1] te(0,1] te(0,1]

La combinaison des égalités (1) et (2) nous donne

Ni(f+g) = sup [f(x)+g(@)|+ sup |f'(z)+g(x) < sup [f(t)]+ Sup lg(t)| + sup |f'(t)| + sup |¢'(t)]
z€[0,1] z€[0,1] te[0,1] te0,1 te[0,1] tel0,1]

= sup [f(t)]+ sup If'(6)] + sup |g(t)| + sup |g()|:N1(f)+N1(g)
t€[0,1] t€(0,1 t€(0,1] t€(0,1]

donc on a bien Ni(f + g) < N1(f) + N1(9).

Ny est une norme:

e Existence : si f est C! sur [0,1] alors f et f sont continues sur [0,1] donc f + f’ est continue sur [0, 1], ce qui
implique que sup |f(z) + f’'(z)| existe bien.
z€[0,1]

e Positivité : évident
e Définie : Si Nao(f) =0« | f+ f'||,, =0 alors

Vo e [0,1], f(x)+ f'(z)=
Le cours sur les équations différentielles du premier ordre linéaire montre que f est de la forme
Ve e [0,1], f(x)=Ce ™.
En évaluant en = 0, on obtient f(0) = C, or f(0) =0 car f € E donc
Vo €[0,1], f(z)=0

ce qui démontre que f =0

¢ " Homogénéité " :Soit A e R :

No(Af) = sup [Af(x) + (Af(2))| = sup [Af(x) +Af'(x)] = [A| sup [f (@) + /(@) = [AIf + e = [N N2(f)-

z€[0,1] z€(0,1] z€[0,1
e Inégalité triangulaire : Soient f,g appartenant & £

€ [0,1], If()+9(@)+ (f(x) + 9())'| = [(f(2) + ['()) + (9(z) + ¢'(2))]
< f@) + @)+ 1g(@) + 9'(2)] < Na(f) + Na(g)

donc la fonction f + g+ (f + g)’ est bornée sur [0, 1] par N(f) 4+ N(g) qui est un réel indépendant de z, ce qui
nous montre que

Vx

No(f +9) = sup |f(z)+g(z) + (f(z) + g(2))'| < Na(f) + Na(g)

z€[0,1]
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2. Une majoration est évidente. Soit f € F, on a

(1) |f(0)\<t:}ép1]|f(t)\<N1(f)
Ve e [0,1], [f(z)+ f'(2)] <[f(@)|+|f (x)] < sup [f(®)]+ sup [f'(t)] = Ni(f)
te[0,1] te[0,1]

La fonction f 4 f’ étant majorée par le réel Ny(f), qui est indépendant de z, on en déduit que

(2): Sup]lf( )+ ['(@)] < Ni(f)

z€[0

En sommant les inégalités (1) et (2), on obtient

No(f) = [F(0)] + Sp (@) + f'(2)] < 2N (f)

z€[0,1

Conclusion :

(3):VfeE, Na(f)<2Ni(f).
La majoration précédente étant valable quel que soit f € F, I’équivalence des normes Nj et Ns est alors équivalente a
lexistence d’une constante C' telle que Vf € E, Ni(f) < CNa(f). Nous avons vu dans l’exericequ’une majoration
de f + f’ et de f(0) entraine une majoration de f. Par conséquent, si f + f’ est majorée alors f est majorée par un
majorant dépendant que de f + f et f(0) donc f' = (f + f’) — f aussi, cela nous incite, & priori, & croire a 'existence
d’une majoration du type Ny < C'N;. Donnons en la preuve rigoureuse.
On pose g = f' + f. Puisque f est C* sur [0, 1], la fonction g est bornée sur [0, 1] et on a méme

(4): sup |g(z)| = sup [f(z) + f'(2)|

26[071] 26[071]

Exprimons f en fonction de g en utilisant la méthode de la variation de la constante. L’équation homogeéne 3y’ +y =0
admet comme solutions les fonctions du type ¢t — Ae™!, ol A est une constante. Ensuite, on cherche une solution
particuliere de ' + y = g sous la forme ¢ — A(t)e™t, ce qui nous donne

(AM)e™) + (At)e™) = g(t) & A'()e™ + At)(e™") + A(t)e™" = g(1)
e AMe +AD)[(e) +e T =g(t) & A'(t)e " = g(t) & A'(t) = g(t)e’
———

=0
T

& Ax) — A(0) = /g(t)etdt.

en intégrant sur [0,z]
0

x
Comme on cherche une solution particuliere, on choisit A(z) = [ g(t)e~*dt et une solution particuliere de y' +y = g
0

x efx/g(t)etdt
0

Ve e [0,1], f(z)=Ae " +e " /g(t)etdt.
0

est donnée par
Par conséquent, f s’écrit

En évaluant en x = 0, on obtient que f(0) = A donc
Ve e[0,1], f(z)=f0)e " + e / o(t)e'dt
0

ce qui nous permet de majorer f. En utilisant I'inégalité (4), on a :

Vo € D, @)= |fOe e [ gt < |fOl | [ oteat] <1501+ [ lgto) e
0 <1 <1 |o 0 <e
< SO +e [ s 1G4 FEIUSIFO) 4o sw [5C)+ 7@ [ d<10) e s [56)+ 70
) z€[0,1] z€]0, 0 z€[0,1]
—a:<1
< elfOl+e sup [7G)+ ()| = e(F0)] + sup 1)+ F(2)]) = eNa(f)
2€[0,1] z€[0,1]
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La fonction f est donc bornée par eNo(f), qui est une constante indépendante de z, donc on obtient la majoration

(5) : sup [f(z)| < eNa(f).
z€]0,1]

D’autre part, puisque f' = (f + f') — f, on a

sup [f(z)] = sup [f(z)+ f(x) = flx)] < sup |f(z)+ f(z)|+ sup [f(z)]
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]
——_———
<eNa2(f)
< \f(0)|+”21[10p1]|f(95)+f/(55)\+€N2(f):(1+€)N2(f)
=N2(f)

c’est-a-dire

(6) : sup |f'(z)] < (1+e)Na(f).
z€0,1]

L’addition des inégalités (5) et (6) nous donne

Ni(f) = sup |f(2)]+ sup |f'(z)| < eNa(f) + (1 +e)Na(f) = (14 2e)Nao(f).
z€[0,1] z€[0,1]

Cette inégalité étant valable pour toute fonction f de F, on a montré que
(7):VfeE, Ni(f)<(1+2e)Na2(f)

Les inégalités (3) et (7) nous permettent d’affirmer que les normes Ny et Ny sont équivalentes sur E.
Conclusion : en dimension infinie, certaines distinctes peuvent étre équivalentes !
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