
MPSI : applications linéaires 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 Soit E un K-ev et f 2 L(E) tel que f3 + f = 0

1. Montrer que si K = R alors E = ker(f)� ker(f2 + Id)

2. Montrer que si K = C alors E = ker(f)� ker(f � i Id)� ker(f + i Id)

Exercice 1.2 On considère l�application �� :
Rn[X] ! Rn[X]
P ! P (X + 1)� �P (X)

1. Montrer que �� 2 L(Rn[X])

2. Pour quelles valeurs de � s�agit-il d�un isomorphisme ?

3. Caractériser son image lorsque � = 1

4. Montrer que pour tout entier naturel k; il existe un polynôme Pk tel que

degPk = k + 1 et Pk(X + 1)� Pk(X) = Xk

5. En déduire que les sommes Sk(n) =
nP
i=1

ik dépendent polynômialement de n et expliciter S1(n); S2(n); S3(n) et S4(n)

Exercice 1.3 Soit ("1; ::; "p) la base canonique de Rp: On considère l�endomorphisme f de Rp dé�ni par :

8i 2 [[1; p]]; f("i) = p"i +

pX
j=1

"j

1. Justi�er que f2 � 3pf + 2p2 Id = 0

2. On considère les deux applications g et h dé�nies respectivement par :

g =
1

p
(f � p Id) et h =

1

p
(2p Id�f)

(a) Montrer que g et h sont deux projecteurs.

(b) Calculer g + h; g � h, h � g et pg + 2ph
(c) Calculer fn en fonction de p; g, h et n:

Exercice 1.4 On considère une application linéaire telle que : f2 � 5f + 4 Id = 0

1. Montrer que p =
1

3
(f � Id) et q = �1

3
(f � 4 Id) sont des projecteurs.

2. Caractériser p et q puis calculer p+ q:

3. On considère l�équation di¤érentielle (E) : x2f 00 � 4xf 0 + 4f = 0 où f est C1 sur ]0;+1[:
On note F l�ensemble des solutions de l�équation di¤érentielle (E):

(a) Montrer que F est un espace vectoriel sur R:
(b) Véri�er que � : f 7! xf 0 est un endomorphisme de F et que � véri�e

�2 � 5� + 4 Id = 0

(c) Déterminer les images de p et q (les projecteurs associés à �)

(d) En déduire la forme des solutions de (E):

www.mathematiques.fr.st 1/3 abdellah bechata

file:www.mathematiques.fr.st


MPSI : applications linéaires 2 INDICATIONS

2 Indications

Indication pour l�exercice 1.1 : Soit E un K-ev et f 2 L(E) tel que f3 + f = 0

1. Montrer que si K = R alors E = ker(f)� ker(f2 + Id)

2. Montrer que si K = C alors E = ker(f)� ker(f � i Id)� ker(f + i Id)

Indication pour l�exercice 1.2 : On considère l�application �� :
Rn[X] ! Rn[X]
P ! P (X + 1)� �P (X)

1. Montrer que �� 2 L(Rn[X])

2. Pour quelles valeurs de � s�agit-il d�un isomorphisme ?

3. Caractériser son image lorsque � = 1

4. Montrer que pour tout entier naturel k; il existe un polynôme Pk tel que

degPk = k + 1 et Pk(X + 1)� Pk(X) = Xk

5. En déduire que les sommes Sk(n) =
nP
i=1

ik dépendent polynômialement de n et expliciter S1(n); S2(n); S3(n) et S4(n)

Indication pour l�exercice 1.3 : Soit ("1; ::; "p) la base canonique de Rp: On considère l�endomorphisme f de Rp dé�ni
par :

8i 2 [[1; p]]; f("i) = p"i +

pX
j=1

"j

1. Justi�er que f2 � 3pf + 2p2 Id = 0

2. On considère les deux applications g et h dé�nies respectivement par :

g =
1

p
(f � p Id) et h =

1

p
(2p Id�f)

(a) Montrer que g et h sont deux projecteurs.

(b) Calculer g + h; g � h, h � g et pg + 2ph
(c) Calculer fn en fonction de p; g, h et n:

Indication pour l�exercice 1.4 : On considère une application linéaire telle que : f2 � 5f + 4 Id = 0

1. Montrer que p =
1

3
(f � Id) et q = �1

3
(f � 4 Id) sont des projecteurs.

2. Caractériser p et q puis calculer p+ q:

3. On considère l�équation di¤érentielle (E) : x2f 00 � 4xf 0 + 4f = 0 où f est C1 sur ]0;+1[:
On note F l�ensemble des solutions de l�équation di¤érentielle (E):

(a) Montrer que F est un espace vectoriel sur R:
(b) Véri�er que � : f 7! xf 0 est un endomorphisme de F et que � véri�e

�2 � 5� + 4 Id = 0

(c) Déterminer les images de p et q (les projecteurs associés à �)

(d) En déduire la forme des solutions de (E):
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MPSI : applications linéaires 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Correction de l�exercice 1.1 : Soit E un K-ev et f 2 L(E) tel que f3 + f = 0

1. Montrer que si K = R alors E = ker(f)� ker(f2 + Id)

2. Montrer que si K = C alors E = ker(f)� ker(f � i Id)� ker(f + i Id)

Correction de l�exercice 1.2 : On considère l�application �� :
Rn[X] ! Rn[X]
P ! P (X + 1)� �P (X)

1. Montrer que �� 2 L(Rn[X])

2. Pour quelles valeurs de � s�agit-il d�un isomorphisme ?

3. Caractériser son image lorsque � = 1

4. Montrer que pour tout entier naturel k; il existe un polynôme Pk tel que

degPk = k + 1 et Pk(X + 1)� Pk(X) = Xk

5. En déduire que les sommes Sk(n) =
nP
i=1

ik dépendent polynômialement de n et expliciter S1(n); S2(n); S3(n) et S4(n)

Correction de l�exercice 1.3 : Soit ("1; ::; "p) la base canonique de Rp: On considère l�endomorphisme f de Rp dé�ni
par :

8i 2 [[1; p]]; f("i) = p"i +

pX
j=1

"j

1. Justi�er que f2 � 3pf + 2p2 Id = 0

2. On considère les deux applications g et h dé�nies respectivement par :

g =
1

p
(f � p Id) et h =

1

p
(2p Id�f)

(a) Montrer que g et h sont deux projecteurs.

(b) Calculer g + h; g � h, h � g et pg + 2ph
(c) Calculer fn en fonction de p; g, h et n:

Correction de l�exercice 1.4 : On considère une application linéaire telle que : f2 � 5f + 4 Id = 0

1. Montrer que p =
1

3
(f � Id) et q = �1

3
(f � 4 Id) sont des projecteurs.

2. Caractériser p et q puis calculer p+ q:

3. On considère l�équation di¤érentielle (E) : x2f 00 � 4xf 0 + 4f = 0 où f est C1 sur ]0;+1[:
On note F l�ensemble des solutions de l�équation di¤érentielle (E):

(a) Montrer que F est un espace vectoriel sur R:
(b) Véri�er que � : f 7! xf 0 est un endomorphisme de F et que � véri�e

�2 � 5� + 4 Id = 0

(c) Déterminer les images de p et q (les projecteurs associés à �)

(d) En déduire la forme des solutions de (E):
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